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Geh. Hofral Prof. Dr. R. 


Von 


Familiengeschichte schreibt Herr 
Klein, Bruder von Felix Klein: 
Mein Vater war ein kerniger Westfale, ein 
-vanisatorisches Talent, fleißig und streng gegen 
sich selbst. Meine Mutter stellte die Güte 
Milde im Hause dar, sie besaß ausgeprägte päda- 
sogische und spekulativ-wissenschaftliche Inter- 
ssen.“ Da bewahrheitet Zarathustras 
Spruch: „Ehe, so heiße ich den Willen zu Zweien, 
as Eine zu mehr ist, als die es 


Felix Klein 


In seine r 


Justizrat A. 


und 


sich 


schaffen, das 
erbte 


sein 


schufen.“ Vom Vater 
vroBes organisatorisches Talent, seinen Fleiß. 
seinen unermüdlichen Schaffensdrang; der Mut- 


ter dankt er seine unvergleichlichen pädagogi- 
‚chen Gaben, seine spekulativ-wissenschaftlichen 
Interessen und nicht zum letzten die Güte seines 
Ilerzens. 

Die vorliegenden Zeilen 
ıicht den weiter folgenden 
vreifen, in denen die reichen 
Felix Kleins Lebensarbeit nach 
Richtungen hin ausführlicher 


können und wollen 


Einzelaufsätzen vor- 
Ergebnisse von 
ihren verschie- 
gewürdigt 


enen 
verden. Indem diese einleitenden, Zeilen sich 
ur bestreben, ein kürzeres Gesamtbild der Per- 


entwerfen, mögen sie ein 


Mittelstück 


sönlichkeit Kleins zu 


lriptychon zeichnen, dessen fiiglich 


er Forscher Klein einnehmen mag, dessen 
Flügelbilder aber dem Lehrer und dem Organi 
tor gewidmet sein mögen. 
Willi man die Schöpfungen Aleins im Gebiete 
forschenden Mathematik voll würdigen, so 
1uB man sich in die Zeiten ihrer Entstehung 
rückversetzen. Wenn auch schon langsam dis 


Saat ausgestreut wurde, di laun während deı 
tzten Jahrzehnte eine starke Wandlung nameni 
th der Funktionentheorie im Sinne der Canto 

schen Lehre zur Folge hatte, so waren es doch 

ler Jun n iz it Fe lix Kle ins ande re Pr: bl me 

l vor allem andere Methoden, die das Interess: 
Mathematiker vornehmlich in Ansprucl 
hmen. Riemann war aus reicher und noch 
itten im Flusse befindlicher Entwicklung früh 


rstorben. Nur erst im Gebiete der Funktionen- 
ihm 


Abe r 


getan, um 


orie waren seine Grundauffassungen von 
selbst schon etwas weitergehend entwickelt. 
ıch so nur ein Schritt 
funktionentheoretischer For- 
schung einzuleiten. Wenn auch viele an der 
Fortbildung der reichen Ideenwelt 
ırbeiteten, so wurde doch Felix Klein der eigent- 
liche Vollender Riemanns in seinem Haupt- 
zebiete, der Funktionentheorie. Klein teilt mit 
Riemann die lebendige geometrische Anschauung, 
vor allem auch die physikalischen Interessen und 


erster 


war 
ine neue Period: 


Riemanns 
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Fricke, Braunschu Cid. 
die Fähigkeit, physikalische Probleme und Me- 
hoden nutzbringend für mathematische Zwecke 


zu verwerten. Alein wurde, nachdem er im 


Herbst 1865 


sechzehnjährie vom Gymnasium 
seiner Vaterstadt Düsseldorf zur Bouner Uni- 
versität gekommen war, bereits zu Ostern 1866 
Assistent für Physik bei Plücker und hatte da- 


bei zugleich den Vorteil, in Plückers geometrische 
Forschungen frühzeitig die beste Einführung zu 


vewinnen. Bei seiner mit Riemanns Eigenart so 


nahe verwandten Doppelseite ist es ‘denn ver- 
ständlich, daß späterhin, als Klein den Schöp- 
fungen Riemanns mäher trat, jene glänzende 


teihe von Untersuchungen aus der zweiten 
Hälfte der siebziger Jahre und den ersten acht- 
ziger Jahren ausgelöst wurde, die in der Arbeit 


„Neue Beiträge zur Riemannschen Funktionen- 
theorie“ gipfelte. Es ist gewiß kein schlechter 
Titel, „Schüler Riemanns“ zu heißen, und bis 


zu einem gewissen Grade ist schließlich jeder ein 
Schüler seiner Zeit. Aber «leichwohl ist her- 
vorzuheben, daß die Riemannsche Tradition in 
Kleins Hand zu einer neuen und wirkungsvollen 
Disziplin wurde, die lauge Zeit einen Mittelpunkt 
les mathematischen 
dere ist der Begriff der „automorphen Funktion“, 
gleichberechtigten Anteile, 
fremdländischen Mathematiker zu 
Kleins Werk. 


Klein, was die Gegenstände seiner 


Interesses abgab. Insbeson- 


abgesehen von dem 
der einem 
kommt, durchaus selbständiges 

Fügt 
Forschungen übrigens auch in seiner ersten, rein 

Periode angeht, 
Mathematik in 


sich 


veometrischen dem allgemeinen 


Stande der den sechziger und 


Jahrhunderts er. 





siebziger Jahren des vorigen 

so ist er doc] ganz Neuer in der Methode 
Forschung, die seiner Eigenart entspricht 

Diese Methode beruht auf der genialen Fähie- 


keit Kile ins, die inne ren Zusammi nhäng« ZW ist he N 
len verschiedenen mathematischen Disziplinen zu 
rkennen und für die Zwecke der weitergehenden 
gestalten. ls ist wohl 
namentlich von seiten der Arithmetiker vielfach 
Methode 
allemal genau dem Gegenstand 


Zeichen der Un 


Überlegung: 


Forsehung fruchtbar zu 


Grundsatz verfochten, die sol! 


10] 
sich 


in ihrer Art 
inpassen, und es sei noch ein 
Entwicklung mit 
ihrer Art nach dem 
Dies trifft gewiß in manchen Fäl 
So hat z. B. die Idealtheorie Dedekinds 
in rein arithmetischem Gewande, das ihr Schöp 
fer allein gelten ließ, gewiß ihre reifste Gestalt. 
Aber es wäre verfehlt, den fraglichen Grundsatz 
zu einer allgemein verbindlichen Norm mathe- 
matischer Forschung zu machen. Gerade Kleins 
beste Arbeiten über elliptische Modulfunktionen 


reife, wenn di« 


arbeite, die Gegenstande 
fremd seien, 
len zu. 
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wirken hier überzeugend. Ich glaube, daß die 
meisten Mathematiker, die Kleins Arbeiten über 
die Transformation siebenten Grades der ellip- 
tischen Funktionen gelesen haben, von der Schön- 
heit dieser Entwieklungen ergriffen worden sind. 
Es hat ja freilich auch Kritiker gegeben, die ihr 
Urteil in die Aussage zusammenfaßten: „Die 
Resolvente siebenten Grades hatte auch 
Hermite.“ Aber Hermite hat nicht die Kurve 
vierten Grades mit 168 Kollineationen in sich, die 
Kleins eigene Entdeekung war. Er hat vor 
allem nicht das wunderbare Zusammenspiel der 
Arithmetik der Modulgruppe mit der geometri- 
sehen Invariantentheorie im ternären Gebiete, mit 
der genialen Handhabung der Riemannschen Flä- 
chen zur Gewinnung der Resolventen. Fast miihe- 
los kamen da die Ergebnisse zustande, diefrüher nur 
durch umständliche Reehnungen gewonnen wer- 
den konnten. Jeder Zweifel an der überragenden 
Kraft dieser Methode mußte verstummen, als 
Klein bald nachher seine endgültigen Resultate 
Transformation elften Grades vor- 
leete. Damit vergleiche man die inmitten «c- 
seheiterten Versuche HMHermites, die Resolvente 
elften Grades zu gewinnen. 


schon 


über die 


Ein besonders schönes Beispiel für Kleins 
Forschungsmethode liefert auch die geradlinige 
projektiv-geometrische Gestalt des den Modul- 
funktionen zugrunde liegenden Dreiecksnetzes. 
In dieser Figur stellte Klein eine innige Bezic- 
hung zwischen der projektiven Geometrie und der 
arithmetischen Theorie der ganzzahligen binären 
quadratischen Formen her, Gegenstände, welehe 
zwei Disziplinen angehören, die man als zwei 
Gegenpole der Mathematik anschen möchte. Tn- 
teressant ist auch, daß Klein, als er im Winter 
1869/70 dureh Stolz zuerst von der nichteukli- 
dischen Geometrie hörte, sofort deren Beziehung 
zur Cayleyschen Maßgeometrie erkannte. Dieser Er- 
kenntnis danken wir jene beiden bahnbrechenden 
Arbeiten Kleins über nichteuklidische Geometrie 
aus dem Anfange der siebziger Jahre. Auch die 
bekannte Programmschrift „Vergleichende Be- 
trachtungen über neuere geometrische Forsehun- 
ven“, mit der Klein seine Erlanger Professur 
antrat, steht ganz auf dem Boden seiner Methode, 
insofern hier die verschiedenen Richtungen geo- 
metrischer Forschungen auf Grund eines einheit- 
lichen gruppentheoretischen Prinzips miteinander 
in Beziehung gesetzt werden. 

Mit Recht sieht man als die höchste Höhe, zu 
der Klein in seiner funktionentheoretischen Pe- 
riode gelangt ist, die Entdeckung jener Sätze an, 
die er selbst „Fundamentaltheoreme“ nannte, und 
die heute „Uniformisierungsätze“ heißen. Man 
kennt die überraschende Entwicklung, welche die 
Theorie der elliptischen Funktionen durch Abel 
und Jacobi genommen hat. Legendre betrachtete 
die elliptischen Integrale in ihrer Abhiingigkeit 
von der Integrationsvariablen. Indem Abel und 
Jacobi alle Größen des hier vorliegenden Systems 
zusammenhäneender Variablen in ihrer Abhän- 


[ Die Natur 

wissenschaften 
gigkeit vom Integral erster Gattung untersuchten, 
eclaneten sie zu „eindeutigen“ Funktionen; sie 
hatten die „uniformisierende“ Variable für das 
System dieser Funktionen erkannt. Im Sinn 
der Riemannschen Theorie bezieht sich diese 
Entdeckung auf die algebraischen Gebilde des 
Geschleehtes 1. Klein ist der Entdecker der ve 

schiedenen Gattungen uniformisierender Va- 
riablen für algebraische Gebilde eines beliebigen 
Geschlechtes geworden; dies ist eine der größten 
Leistungen, die mit seinem Namen verbunden 
bleiben wird. Es mußte allerdings erst noch Cin 
Vierteljahrhundert hingehen, bis alle von Klein 
aufgestellten Theoreme einwurfsfreie Beweis: 
fanden. Die Beweismethoden aus dem Anfang 
der achtziger Jahre des vorigen Jahrhunderts 
waren noch unzureiehend. Erst von 1907 ab & 
lang es P. Koebe, die Kleinschen Theoreme nach 
und nach alle streng zu beweisen, 

Es sind hiermit übrigens nur erst die wich 
tiesten Gebiete der Forschungen Kleins namhaft 
eemacht. Wie man aus der unten folgenden Liste 
der Veréffentlichungen Aleins entnehmen wolle. 
eine der funktionentheoretischen Periode eine 
durch Erfolge gekrönte Zeit geo- 
metrischer Forschungen voraus. TTieran schlossen 
sich die algebraischen Arbeiten über die Auf 
lösune der allgemeinen Gleichung fünften Grades 


vielseitige 


in dem geometrischen Gewande der Ikosaeder 
theorie. Andererseits setzen mit dem Ende der 
achtziger Jahre die Untersuchungen über hype: 
elliptische und Abelsche Funktionen ein. Weiten 
tritt in den neunziger Jahren das Interesse für 
die Anwendungen deutlicher hervor; wir ver 
danken dieser Periode insbesondere das bakannt: 
Werk von Klein und Sommerfeld über de 

Kreisel. Inzwischen war die Zeit gekommen, wo 
durch die ausgedehnte organisatorische Tätig 
keit Kleins die mathematische Produktion meln 
und mehr in den Hintergrund zedrängt wurid 
Daß aber die Kraft der Produktion noch keines 
wegs erschöpft war, hat in den allerletzien Jahren 
das erfolgreiche Eingreifen Aleins in die Ent 
wicklungen von Einstein und Hilbert über dis 
Grundlagen der Physik und insbesondere üh« 

die Gravitationstheorie zezeiet. 


Die akademische Lehrtätigkeit Aleins beganır 
im Anfang des Jahres 1871 mit seiner Habilita 
tion in Göttingen. Hierher war Klein bereits 
1869 gekommen, als ihm nach Plückers Tod 
(1868) die Aufgabe erwuchs, den liniengeometr'i 
schen Nachlaß Plückers herauszugeben, und eı 
dieserhalb die Beziehung zu Clebsch in Göttingen 
anknüpfte. Übrigens. ist bemerkenswert, dab 
Klein während seiner Göttineer Dozentur vor- 
nehmlich physikalische Vorlesungen gehalten hat. 
Erst durch die schnelle Entwicklung seiner amt- 
lichen Laufbahn wurde er endeültie für die Ma- 
thematik gewonnen. Sehr wesentlich für die 
Weiterentwicklung wurde in Göttingen die enge 
wissenschaftliche Beziehung. die sich zwischen 
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Klein und Clebsch sowie dessen Schülern ent- 


Auch die Beziehung zu Lie, die bereits 


spann. 
war, blieb von nachhaltiger 


früher angeknüpft 
Einwirkung. 

Nach kurzer Dozentenzeit wurde Klein, da- 
mals 24-jährig, im Herbste 1872 als ordentlicher 
Professor nach Erlangen berufen, wo er eine 
äußerst geringe Studentenanzahl und sehr unent- 
wiekelte Verhältnisse antraf. Aber das Bild 
sollte alsbald ein ganz anderes werden. Im No- 
vember 1872 starb Clebsch ganz unerwartet auf 
der Höhe seiner Wirksamkeit. In ihm verlor Klein 


damals wiehtigste wissenschaftliche Bezie- 


seine 
hung, aber zugleich erwuchsen ihm aus diesem 
Verluste die größten Aufgaben. Sein Ruf als 


und als akademischer Lehrer war be- 
reits so fest gegründet, daß ihm alsbald der 
Schülerkreis von Clebsch nach Erlangen folgte 
und in ihm einen neuen Mittelpunkt fand. 


Geometer 


Aber auch diese Tätigkeit sollte nur wenige 
Jahre dauern. Bereits zu Ostern 1875 wurde 
Klein an die technische Hochschule nach Mün- 
chen berufen, wo er zusammen mit Brill die Nach- 
folge Hesses zu übernehmen hatte. Es erwuchs 
hier die Doppelaufgabe, neben den erforderlichen 
Vorlesungen für die Studierenden der technischen 
Wissenschaften solche für Schulamtskandidaten 
zu halten, die, dem Münchener Brauche ent- 
sprechend, gleichfalls an der Hochschule studier- 


ten. Klein und Brill wurden dieser Aufgabe 
dureh Neueinrichtung des Lehrplanes gerecht. 


Ingenieure eine 
Vorlesung über 


Sie riehteten zunächst für die 
über vier Semester reichende 
„Höhere Mathematik“ mit zugehörigen Übungen 
ein, die sie Jedes Jahr wechselnd begannen. Da- 
neben traten besondere Vorlesungen für Schul- 
amtskandidaten. In letzterem Kreise fand Klein 
wieder eine größere Anzahl von Spezialschülern. 


Es war die Zeit, wo neben die Geometrie und 
Algebra nun die Funktionentheorie als Kleins 
Forschungsgebiet trat. Die Periode der ellip- 


fischen Modulfunktionen begann und entwickelte 
in dem ganzen um Klein gescharten Schiilerkreise 
eine lebhafte und erfolgreiche Forschertätigkeit. 


Herbst 1880 ging Klein als Professor an die 


Universität Leipzig über, und zwar mit einem 
ausdrücklichen Lehrauftrage für Geometrie. 


Ausbildung der 
y 
teltung gebracht 


Dieses Gebiet sollte für die 
Schulamtskandidaten mehr zur 
werden. Klein richtete einen 
Vorlesungskurs über Geometrie ein, setzte daneben 
funktionentheoretischen Spezialvor- 


viersemestrigen 


aber seine 


lesungen fort. Die Zahl seiner Spezialschiiler 
wuchs beständig. Neben den Deutschen fanden 


auch begabte Ausländer den Weg zu ihm; sein 
Seminar war eine Stätte lebhaftester Arbeit, die 
weitere Ausbildung der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen gab den Hauptmittelpunkt ab, 
Klein selbst war auf der Höhe seiner Unter- 
suchungen über automorphe Funktionen an- 
gelangt. 
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Als Klein zu Ostern 1886 seine Stellung in 
Leipzig mit der an der Universität Göttingen 
tauschte, waren wohl in erster Linie Gesundheits- 
rücksichten maßgeblich. Daneben kam aber die 
Sehnsucht nach jenem Orte hinzu, wo Klein die 


ersten frohen Jahre seiner akademischen Lehr- 
tätirkeit durchlebt hatte, wo er in lebhaftem 
wissenschaftlichen Austausche mit Clebsch und 


seinen Schülern das Glück des Gebens und Emp- 
fangens in vollen Zügen kennen gelernt hatte. 
Seiner geliebten Universität Göttingen ist Klein 
dann trotz mehrfacher glänzender Berufungen 
über die Jahrzehnte treu geblieben. Von hier 
ist jene umfassende Wirksamkeit ausgegangen, 
die seinen Namen in dem großen Kreise der 
preußischen Oberlehrer so hochgeachtet und be- 
liebt gemacht hat. 


Wenn man nun nach den Mitteln fragt, mit 
denen Klein seine akademische Lehrtätigkeit zu 
einer fortlaufenden Kette von Siegen machen 
konnte, so ist es in erster Linie die fesselnde 
Kraft seines Vortrags. Eine genaue Disposition 
der Vorlesung im ganzen sicherte die erschöpfende 
Behandlung des Gegenstandes. Der Vortrag der 
einzelnen Stunde ist ohne jedes rednerische Bei- 
werk von einer Sicherheit, Klarheit und Schén- 
heit, die vielleicht mancher bei mathematischen 
Lehrgegenständen nicht für möglich halten 
möchte. Dabei hat Klein sich in den Themen 
seiner Vorlesungen nur schr selten wiederholt. 
Wenn er aber zu einem schon einma] behandelten 
Gegeustande zurückkehrte, so geschah dies meist 
unter ganz neuen Gesichtspunkten. Ein glück- 


licher Umstand ist, daß Klein von seinen Vor- 
lesungen stets Ausarbeitungen anfertigen ließ. 
die zum Teil autographisch vervielfältigt sind 


und auf diese Weise weiteren Kreisen zugänglich 
wurden. Neben die Vorlesungstätigkeit tritt die 
Ausbildung der Spezialschüler in den Seminaren 
und den Einzelbesprechungen. Hierin hat, was 
die Anregung zur wissenschaftlichen Produktion 
angeht, von Anfang an der Schwerpunkt von 
Kleins Lehrtätigkeit gelegen. Die Gegenstände 
haben sich gewöhnlich an Kleins eigene Arbeiten 
angeschlossen, die ihn gerade zurzeit beschäf- 
tigten. In der späteren Göttinger Zeit, seit 
Klein die Redaktion des vierten Bandes der Enzy- 
klopädie übernommen hatte, kamen namentlich 
die Einzelgebiete der Mechanik zur Geltung. Von 
dem Reichtume und der Vielseitigkeit seiner 
Ideen und Problemstellungen spendete Klein 
seinen Spezialschiilern stets mit vollen Hinden. 
Auch mit den Freunden und gleichstrebenden 
Forschern steht Klein von jeher in persönlichem 
Austausche der Ideen. Wenn z. B. Dedekind. 
der Niedersachse, nie in seinem Leben eine Vor- 
lesung über sein Lebenswerk, die Idealtheorie, 
gehalten hat, wenn er in die Tiefen seiner Dis- 
kriminantenarbeit durch das „gesprochene“ Wort 
wohl kaum jemanden eingeführt hat, so offenbart 
sich uns Klein durchaus als Rheinländer. Sein 
Element ist der persönliche Ideenaustausch durch 
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das Wort, sein Lebensbedürfnis ist der Unter- 
richt und die Freude an dessen Gelingen. 
Die ersten Organisationsbestrebungen Kleins 


bezogen sich auf die Entwicklung des mathema- 
tischen Universititsunterrichtes. Hier waren ihm 
die technischen Hochschulen, diejenige 
in Darmstadt mit ihren Einrichtungen für dar- 
stellende Geometrie, und das Berliner Gewerbe- 
nstitut mit seinen Bibliothekseinrichtungen an- 
Überhaupt wirkte die straffer: 


speziell 


regend. Organi- 


sation des Unterrichts an den technischen Hoch- 
sehulen vorbildlich. Anfang Dezember 1872 hielt 
Klein in Antrittsrede, in der eı 
ein umfangreiches Programm für seine Lehrtätig- 
keit entwickelte. Die 


‘ 
= . 
Erlangen eine 


sollten sich 
Elementarvorlesungen und Spe- 
Arbeiten 


Elemeutarvor- 


Vorlesungen 
in regelmäßige 
zialvorlesungen, die zu selbständigen 
anleiten sollten, spalten. Zu den 
Klein damals die dar- 
Geometrie, die zugleich mit Übungen 


Neben 


lesungen rechnete schon 
stellende 
im Zeichnen ausgestattet werden 
die Spezialvorlesungen tritt entsprechend die 
seminaristische Ausbildung. Von der Forderung, 
daß die Lehramtskandidaten durch die Spezial- 
voriesungen bis zur Selbständigkeit in der Aus- 
führung eigener Untersuchungen geführt werden 
sollten, ist Klein übrigens 
kommen. 


sollte. 


späterhin zurückge- 


Der angewandten Mathematik traut Klein 
während seiner Professur an der Münchener tech- 
nischen Hochschule noch nicht so nahe, als man 
nach seiner späteren Göttinger Titigkeit in dieser 
Riehtung vielleieht erwarten sollte. Er 
sein Augenmerk nur erst auf die 


richtete 


darstellend« 





Geometrie, die graphische Statik und die Kine- 
matik, die er auch für den Unterricht der Lehr 
amtskandidaten heranzog. 

In den Grenzen der Erlanger und München 
Pläne halten sich auch die Lehrpläne und Nei 
einrichtungen, die Klein als Professor d Geo 
netrie an der Universität Li pzi schuf. Dank 

‘m Entgegenkommen der süc ischen Unteı 

chtsverwaltung konnte Klein hier die Kinrieh 
ingen gunz seinen Id entsprechend verwirk 
ichen. Es wurden ausreichende und geeignete 
Räume zur Verfügung gestellt, in denen Model 
sammiungen und Zeichensäle für darstellende 
Gcometı Platz fanden. Für den Seminarbetrieb 
wurde durch Anlage einer größeren Handbiblio- 
thek, sowie durch Einrichtung von Lese- und 
\rbeitszimmern gesorgt. Späterhin wurde sogar 


ein besonderes Institut für das Seminar einge 
richtet 
In den ersten Göttinger Jahren halten sich 


Bestrebungen Kleins in 
Grenzen wie in Leipzig. Eine neue 
Wendung aber trat mit dem Jahre 1892 ein; etwa 


die organisatorischen 
denselben 


seit diesem Jahre datiert die große Entwicklung, 
welche die Göttinger Universität unter Kleins 
Führung in den Lehreinrichtungen und Lehr- 
plänen für Mathematik und Physik gefunden hat. 








‚Die Natur- 
wissenschaften 
Es war als ein besonderes Glück anzusehen, dab 
Klein in dem Ministerialdirektor F. Althoff einen 
Mann fand, der nicht nur vollstes Verständnis 
für seine organisatorischen Ideen hatte, sondern 
der zugleich als ein Verwaltungsbeamter aller- 
ersten Ranges die Kraft der Durchführung besaß, 


ja der selbst immer wieder vorwärts trieb. 


Wenn übrigens nun weiterhin die gläuzend: 
Entwicklung vornehmlich der angewandten Ma- 
thematik in Göttingen auf Kleins Initiative zu- 
riickgefiihrt wird, so darf nicht übersehen werden, 
daß Klein wie bisher auch für die reine Mathe- 
matik in Göttingen in wirksamster Weise Sorge 
trug. Um in dieser Hinsicht nur auf eines auf- 
merksam zu machen, so sei bemerkt, daß die Ge- 
winnung Jlilberts für Göttingen mit allen ihren 
wichtigen Folgen dem energischen Eintreten 
Nleins für Hilbert zu danken ist. 

Die organisaterische Tätigkeit Kleins er- 
streekte sich nun insbesondere nach zwei Rich- 
tungen hin; sie betraf einmal die Ausgestaltung 
der Göttinger Universitätseinrichtungen für ange- 
wandte Mathematik, sodann die Organisation des 
mathematischen Unterrichtes in seinem gesamten 
Umfange. Aber es sind dies nur die Hauptzweige 
seiner leitenden und organisatorischen Tätigkeit. 
Klein ist in seiner zweiten Göttinger Periode von 
einer geradezu staunenswerten Vielseitigkeit und 
Leistungsfihigkeit. Die Neuorganisation der 
Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften Anfang 
der neunziger Jahre entsprach seinen Ideen; er 
war wesentlich beteiligt am Zustandekommen des 
Kartells der deutschen Akademien und der ent- 
weiteren internationalen Vereini- 
Klein ist von jeher die eigentliche Seek 
Enzyklopädie de 
nahm 
des Gaußschen 


sprechenden 
zung. 


Unternehmens der 


Cs grob« lh 
mathematischen Wissenschaften, er nach 
Scherings Tode die Herausgabe 

in seine erfahrene Hand, 
’ 


er schon seit 1902 an der Disposition des großen. 


Auch hatt: 


Nachlasses 


on Hinneberg redigierten Monumentalwerkes 





„Kultur der Gegenwart“ mitgearbeitet und h 
päter (1908) zusammen mit W. v. Duck di 
Initiative iffen, daß die mathematisch-na 
wisse S h h sov ie lie 1 ehnische lt Diszi 
plinen neben den historisch-philologischen in « 
sem Werke volle Beriicksichtigung fanden. Hii 
längere Reihe von Jahren hindurch vertrat Klein 
überdies die Göttinger Universität im Preußisch 
Ilerrenhause. Und das alles ging einher neben 


Tätiekeit und der Re- 


seiner engeren amtlichen 
laktion der mathematischen Annalen, in die Älein 
seit Clebsch’ Tode eingetreten war. 

Die Wirksamkeit Kleins für die 
mathematischen Unterrichts 
sich zunächst an der Universität Göttingen selbst 
geltend. Der jeweilige Vorlesungsplan wurd: 
fortan in einer gemeinsamen Sitzung der mathe- 
physikalischen und astronomischen 


Neuorgani- 


sation des macht: 


matischen, 


Professoren und Dozenten besprochen. Für di 
Studierenden wurden Ratschläge und Erläute- 


rungen herausgegeben, die seither in zahlreichen, 








scl 
lu 
erz 


M: 





ten 


jab 
en 


his 








Heft 17. 
2. 4. 1919 
immer neu bearbeiteten Auflagen erschienen sind. 
Bei der Weiterentwicklung trat Klein sodann 
dem mathematischen Unterricht an den auf Uni- 
versität und technische Hochschule vorbereitenden 
höheren Schulen nahe. Im März 1894 besuchte 
er zu seiner Instruktion eine Anzahl höherer 
Schulen der Stadt Hannover. Im Jahre 1895 
hielt der neugegründete „Verein zur Förderung 
des Unterrichtes in Mathematik und Naturwissen- 
schaften“ auf Einladung Kleins seine Jahresver- 
sammlung in Göttingen ab, von ihm mit einer 
Festschrift begrüßt. Die seit 1892 regelmäßig 
jedes zweite Jahr in Göttingen abgehaltenen 
naturwissenschaftlichen Ferienkurse für Ober- 
lehrer umfaßten nach dem ursprünglichen Regie- 
rungsprogramm die Mathematik nicht mit. Klein 
sorgte dafür, daß auch die Mathematik zur Gel- 
tung kam, und nahm sich aufs wirksamste dieser 
ganzen segensreichen Einriehtung an. Im Jahre 
1900 veröffentlichte Klein zusammen mit dem 
Professor der Physik E, Riecke unter dem Titel 
„Über angewandte Mathematik und Physik i: 
ihrer Bedeutung für den Unterricht an den höhe- 
Oberlehrerkurse 
entsprechende Ver- 


ren Schulen“ die im damaligen 
gehaltenen Vorträge Eine 
öffentlichung folgte 1904 unter dem Titel 
„Neue Beiträge zur Frage des mathematischen 
und physikalischen Unterrichts an den höheren 
Schulen“, 

Nach und hatte die von Klein 
leitete Agitation zur Neuorganisation des mathe- 
matischen höheren Schulen 
weitere und weitere Kreise ergriffen. So konnte 
1904 zur ferneren Durchführung der Arbeiten und 
Aufstellung von Reformvorschlägen von der Ge- 
sellschaft deutscher Naturforscher und Ärzte eine 
„Unterriehtskommission“ 
lebhaft 


nach einge- 


Unterriehts an den 


eingesetzt 
mitarbeitete. Im 


besondere 
werden, an der Klein 


Jahre 1908 folgte die Bildung der ,,Internatio- 
nalen mathematischen Unterrichtskommission“, 
leren Vorsitz Klein übernahm. In verhältnis- 


mäßig kurzer Zeit gelang es Klein, ein geradezu 
monumentales Werk erstehen zu lassen, nämlich 
lie „Abhandlungen über den mathematischen Un- 
terricht in Deutschland, veranlaßt durch die in- 
ternationale mathematische Unterrichtskommis- 
sion“, Bei der Herausgabe Werkes, das 
seit einigen Jahren vollendet vorliegt, stand Klein 
ein ganzer Stab hervorragender Mitarbeiter zur 
Seite. Das Werk war eigentlich auf fünf Bände 
veranschlagt, doch füllen die Abhandlungen 
neun stattliche Bände. Sie betreffen den mathe- 
matischen Unterricht an allen Schulgattungen 
und Lehrinstituten Deutschlands und werden fiir 
lange hinaus die sichere Grundlage bei der Be- 
handlung aller einschlägigen Fragen bilden, 


dieses 


Ganz besonders glänzend und umfangreich e 
scheinen die Erfolge, die Klein mit der Entwick- 
lung und Organisation der Göttinger Institute hat 
erzielen können. Die Stellung der angewandten 


Mathematik als eines mit der reinen Mathematik 
gleichberechtigten 


Faches und die Einrichtung 
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der erforderlichen Lehrinstitute zunächst für 
Göttingen sind wesentlich Kleins Werk. Wie er 
dem Auseinanderklaffen der Universitätsmathe- 
matik und der Mathematik an den höhe- 


ren Schulen kräftig entgegenarbeitete, so 
wollte er auch die „angewandte Mathe- 
matik“, die in der darstellenden Geometrie, 


der Geodäsie und der technischen Mechanik ihren 
eigentlichen Sitz an der technischen Hochschule 
hat, mit der bisherigen Universitätsmathematik 
vereint wissen. Hatte Klein doch sogar einmal 
eine Denkschrift über die Vereinigung der tech- 
nischen Hochschule in Hannover mit der Uni- 
versität Göttingen ausgearbeitet. Vorbildlich und 
unregend in dieser Hinsicht waren für Klein dik 
ımerikanischen Verhältnisse, die er bei wieder- 
holten Reisen nach den Vereinigten Staaten von 
Nordamerika kennen gelernt hatte. Indessen sind 
bei uns in Deutschland die technischen Hoch- 
schulen viel zu weit entwickelt und viel zu sehr 
als selbständige Lehrinstitute ebenbürtig neben 
lie Universitäten getreten, als daß sie noch jetzt 
als „technische Fakultäten“ den Universitäten an- 
eegliedert werden könnten. 

Bei dieser Sachlage war es Kleins Ziel, be- 
sondere Lehr- und Forschungsinstitute für ange- 
wandte Mathematik und Physik in Göttingen zu 
schaffen. Es wurden Einrichtungen für den 
Unterricht in der Geodäsie getroffen, es entstand 
ein maschinentechnisches Institut für angewandte 
Mechanik, ein Institut für angewandte Elektrizi- 
tätslehre, in dem die Elektrotechnik in die Uni- 
versität einzog. Es entwickelte sich überhaupt 
eine Zeit reicher Institutsgründungen und -er- 
neuerungen für Göttingen. Klein hatte in 
Amerika die glänzenden Ergebnisse der Opfer- 
willigkeit des Privatkapitals für wissenschaft- 
liche Zwecke kennen und schätzen gelernt. Kleins 
Initiative ist es wesentlich zu danken, daß wir in 
der „Göttinger Vereinigung“ seit 1897 in 
Deutschland eine Gründung besitzen, in der sich 
die Spitzen unserer Industrie mit Hochschul- 
lehrern zusammengefunden haben, um mit den 
Mitteln den Unterricht und die For- 
schung in der angewandten Mathematik und 
Physik zu fördern. Schon auf mehr als 20 Jahre 
einer segensreichen Tätigkeit blickt die „Göttin- 
unter der Führung v. Böttin- 
gers und Kleins zurück. Ihr neuester Plan ist ein 


reichsten 


‘ 


ver Vereinigung‘ 


ımfassender Neubau eines mathematischen In- 
stituts, der bereits letzten Sommer völlig ge- 
sichert erschien, und dessen Ausführung durch 


die Ungunst der Gegenwart hoffentlich nicht zu 
lange zurückgehalten wird. 

der acht- 
Jahrhunderts ge- 
heute ver- 


Wer das mathematische Göttingen 
zieer Jahre des 
kannt hat und mit 
eleicht, wird erstaunen über die Summe er- 
folgreicher Schöpferarbeit, die hier getan ist, 
wird ermessen, in welehem Maße die Universität 
ihrem Felix Klein zu Danke verpflichtet ist, Er 


vorigen 
dem von 
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ist es gewesen, der die große Tradition von Gauß, 
die Mathematik überall da, wo sie hingehört, zu 
Geltung und Wirksamkeit zu bringen, erkannt 
hat, der es vermocht hat, seine Ideen in den ver- 
zweieten Verhältnissen der Gegenwart zu lebendi- 
ver Wirklichkeit auszugestalten. 

Felix Klein als junger Doktor. 
lon Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. phil. Dr.-ing. A. 

München. 

An der Universität Göttingen hatten nachein- 
ınder von 1807—1866 die drei großen Mathe- 
matiker C. F. Gauf, P. @. Lejeune-Dirichlet und 
B. Riemann gewirkt. Der widmete sich 
freilich, durch seine eigenen Untersuchungen und 
den wissenschaftlichen Verkehr mit seinen 
Freunden, wie z. B. F, Bessel und H. C. Schu- 
macher, beschäftigt, nur selten dem eigentlichen 
Unterricht Schülern. Als aber Dirichlet 
1855 an seine Stelle trat, begann er sogleich aus 
seinem eigensten Arbeitsgebiet mit den epoche- 
machenden Vorträgen über Zahlentheorie und 
Potentialtheorie in Verbindung mit der Lehre von 
den partiellen Differentialgleichungen, und Rie- 
setzte seit 1859 nicht allein diese Vor- 
mathematischen Physik fort, 
sondern 1861/62 bei der Behandlung 
der elliptischen Funktionen seine neuen Gedan- 
ken über die Theorie der Funktionen einer kom- 


Voß, 


erste 


von 


mann 


lesungen der 


aus 


legte schon 


plexen Variabelen, den Zusammenhang der 
Flächen und das Abelsche Theorem zugrunde. 


Einen großen Verlust aber erlitt die Universität 
sehon bald darauf durch Riemanns schwere Er- 
krankung, ihn nötigte, seinen Aufenthalt 
im Süden zu nehmen, und frühzeitigen 
Tod 1866, um so mehr, als seine Stelle vorderhand 
keine Besetzung fand. 

An mathematischen Dozenten fehlte es freilich 


welche 
seinen 


in Göttinzen auch jetzt nicht. Hofrat Ulrich, 
ständiger Examinator für das Lehramt in der 
Mathematik und Physik, vertrat neben der ,,prak- 


und Mechanik auch die Ana- 
lvsis und Geometrie nach den älteren Methoden. 
\uch M. A. Stern, ausgezeichnet durch die Klar- 
heit Vorträge, deren sieh noch manche 
seiner Schü!er dankbar erinnern werden, ging 
über die Zeit von J. B. Fourier 


mit der Herausgabe von 


tischen Geometrie“ 


seiner 


loch nur selten 


hinaus. E. Schering, 


Gauß’ Werken im Auftrage der Göttinger Gesell- 
sehaft der Wissenschaften beschäftiet. fand für 
Vorlesungen nur wenig Zeit übrige. A. Enneper, 
von vielseitigen Kenntnissen in der neuern fran- 


Literatur, die er mit 
eroßer Vorlesungen zu 
wenden wußte, gelang es trotzdem nur, eine kleine 
Zahl von Hörern an sich zu fesseln. Der Physiker 
gelegentlich im 


zösischen und italienischen 


Sorefalt in seinen ver- 


J. B. Listing behandelte zwar 
mathematischen Seminar seine Untersuchungen 
über den „Census räumlicher Komplexe“ und 


Fragen aus der Optik, aber das Übermaß seiner 
war nicht immer 
zu fördern. Da auch 


ge- 


eeistreichen Terminologie 
wirkliche Einsicht 


‘ net, 
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Die Natur 
wissenschaften 


die Tiitigkeit der Privatdozenten an diesen allge- 


meinen Zuständen nichts Wesentliches ändern 
konnte, fehlte es trotz der großen Zahl der Lehrer 
an einer Persönlichkeit, welche die Studierenden 
n solche Ideen eingeführt hätte, von denen da- 


mals die Wissenschaft erfüllt war. 
Das änderte sich nun mit einem Schlage, als 
zum Winter 1868 A. Clebsch von Gießen nach 


Göttingen berufen wurde. Die schöne Form seines 
Vortrages, die Freude, die dieser unvergleichliche 
Lehrer selbst zu empfinden schien, wenn er die 
Gedanken, die ihn und seine wissenschaftlichen 
Freunde, wie A. Cayley, C. Jordan, L. Cremona 
gerade in jener Zeit lebhaft beschäftigten, vor 
seinen Hörern entwickelte, die Eleganz, mit der 
er in dieser ersten in Géttingen gehaltenen Vor- 
lesung über Geometrie Raumes alle neuern 
Hilfsmittel, von den homogenen Koordinaten und 
dem Prinzip der Dualität bis zur Theorie der Ab- 
bildung der algebraischen Flächen in Verbindung 
mit dem Abelschen Theorem, und endlich die 
Neue Geometrie des Raumes von J. Pliicker be- 
handelte, muBten seine Schiiler in eine ganz neue 
Welt einführen, in die lebhafteste Verbindung 
mit der Gegenwart versetzen und zum Studium 
ihrer Literatur anregen. 

Unter diesen befand sich der damals 
noch nicht zwanzigjährige Felix Klein aus Düs- 
seldorf. Mit Staunen vernahm man, daß dieser 


des 


auch 


Junge Mann, dessen liebenswürdige Persönlichkeit 


über die Jahre hinaus gereift und originell er- 
schien, in der Vorlesung von Clebsch als Autori- 
tät in Neuen Geometrie des Raumes be- 
zeichnet wurde, mit der Plücker in seinen letzten 
Lebensjahren die Wissenschaft bereichert hatte. 

Plücker war es ja, der das Prinzip der Duali- 
tät, das V. Poncelet auf die Polarentheorie der 
Gebilde zweiter Ornung mit gleichzeitiger 
Ausdehnung auf Fragen) begründet 
hatte, während J. Annalen 
(Band 15—18) es als ein philosophisches aus der 
Erfahrung abstrahiertes Axiom anzusehen geneigt 
war, dureh seine Punkt- und Geradenkoordinaten 
in der Ebene, respektive der Punkt- und Ebenen- 
koordinaten im Raum als ganz unabhängige von 
der Polarentheorie durch die Lehre von der Inzi- 


dieser 


(aber 
metrische 


Gergonne in seinen 


denz erwies, und in der völligen Symmetrie des 
linearen Gebildes in bezug auf die Punkt- und 
Kbenenkoordinaten x, y, 2; u, vr, w die Méglich- 
keit erkannte, jede lediglich durch Doppelver- 


hältnisse charakterisierte Inzidenz in doppeltem 
Sinne nach dem Muster der 
Gergonne zu deuten. 
Aber schon 1864, im 
Raumes, Düsseldorf 
denkwiirdige 
neben Punkt und Ebene die sich 
selbst duales Gebilde sei, das zu seiner analyti- 
sehen Darstellung rier voneinander unabhängige 
Koordinaten erfordere, womit zugleich die 
analytische Behandlung von noch höhe- 
rer Dimension eröffnete. Erst nach fast zwanzig 


„Colonnes doubles“ 
von 
Geometrie 
machte er 
Raume 


der 
1846, § 258, 


Bemerkung. 


System 
? 

aes 
die 


daß im 
Gerade ein in 


sich 
täumen 
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Jahren kam er, inzwischen durch physikalische 
\rbeiten beschäftigt, auf diesen Gedanken zurück 
ınd veröffentlichte in den Proceedings der Mathe- 
natieal Society of London und den Philosophical 
lransactions of London von 1865 und 66 in zwei 
neuen Ideen über die Kom- 
und Geradenkonfigurationen, 


Fraementen“ seine 
plexe, Kongruenzen 
to show their importance, greater perhaps than 

appears at first sight“. Im Jahre 1865 hatte 
Plücker den damals kaum sechzehnjährigen Felia 
Klein zum Assistenten für seine Vorlesungen ge- 
wählt, und im fortwährenden Verkehr mit die- 
em entstand nun ein umfangreiches Werk, die 
‚Neue Geometrie des Raumes, gegründet auf die 
gerade Linie als Raumelement“, dessen erster Teil 
in den Druckbogen fertiggestellt war, als 
Pliicker im Mai 1868 starb. Clebsch in GieBen 
übernahm die Herausgabe desselben und hob da- 
bei hervor, daß F. Klein, der sich Geist und Me- 
thode der neuen Forschung zu eigen gemacht 
habe, damit beschäftigt sei, den zweiten Teil des 
Werkes von Plücker in dessen Sinne zu ergänzen, 
soweit es erforderlich Kurz nach Pliickers 
erster Publikation von 1865 hatte der italienische 
Mathematiker @. Battaglini die Theorie der durch 
alzebraische Gleichungen 
Koordi- 


schon 


sel, 


eine, zwei oder drei 
ersten und zweiten Grades zwischen den 
ıaten der Geraden definierten Gebilde mit etwas 
moderneren Hilfsmitte!n behandelt, als sie dem 
Physiker Plücker im Alter geeignet erscheinen 
mochten; auch war schon die Dissertation 
.J. Lüroth, der sich 1866 in Heidelberg habilitiert 
hatte, durch Clebsch angeregt, die namentlich das 
dureh die Anzahl der überall endlichen Abelschen 
Integrale gegebene Geschlecht einer Regelfläche 
hei dieser neuen Begriffsbildung bestimmte. 
Da erkannte nun Klein sofort die Wichtigkeit 
allgemeinen linearen Transformation der 
Linienkoordinaten für alle mit ihnen zusammen- 
hängenden Fragen, von der Battaglini keinen Ge- 
brauch gemacht hatte, und die Möglichkeit, an 
Stelle der Plückerschen Koordinaten py, zwi- 
schen denen die Identität 
Pr2 Psa + PısPra + Ps Ps = 9 
hesteht, seine sechs Koordinaten 
Dir Lo, Ly, Vy, Ly, Ve 
als lineare Funktionen der py einzuführen, zwi- 
schen denen die Identität 
aitartastaetae+ae=0 
besteht, und die Theorie der Komplexe zweiten 
Grades mit Hilfe der kanonischen Transformation 
der allgemeinen Gleichung zweiten Grades in 
bezug auf das System dieser sechs Fundamental- 
komplexe 2;=0 darzulegen. Dabei war von 
wesentlicher Bedeutung die neueste Arbeit von 
K, Weierstraß in den Monatsberichten der Ber- 
liner Akademie von 1868, welche dem allgemeinen 
Verständnis wohl manche Schwierigkeiten damals 
bereiten mochte. So gelang es ihm, die kanoni- 
schen Formen aller Komplexe zweiten Grades 
nach den Elementarteilern der charakteristischen 
Determinante geordnet im Weierstraßschen Sinne 


von 


‚der 


Nw 1919. 
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zu ermitteln, und eine der bei seiner Promötion an 
der Universität Bonn am 12. Dezember 1868 ver- 
teidigten Thesen lautete, daß der von Battaglini 
für allgemein gehaltene Komplex zweiten Grades 
bereits in zweifachem Sinne spezialisiert sei. 

Durch eine scharfsinnige Kombinatorik der 
Fundamentalkomplexe und ihrer Lagenbeziehun- 
gen untereinander erkannte er zugleich die bereits 
von Plücker gefundene Singularitätenfläche .des 
allgemeinen Komplexes zweiten Grades fast ohne 
alle Rechnung, die als in sich selbst duales Ge- 
bilde vierter Ordnung und Klasse mit sechzehu 
Doppelebenen und Doppelpunkten schon 1864 in 
E. Kummers Arbeiten aufgetreten war und nun 
fortan als Kummersche Fläche bezeichnet wurde. 

Ks hätte für Klein sehr nahe gelegen, in die- 
sem Sinne die Plückerschen Manuskripte umzu- 
gestalten. Aber mit der größten Pietät hat er die 
Methoden seines Lehrers in der schon im Sommer 
1869 erfolgten Herausgabe des zweiten Teils der 
„Neuen beibehalten, über die er 
eigentlich schon weit hinaus war. 

Im Sommer 1869 Clebsch die 
Vorlesungen über die Invarianten der 
Formen und Optik nach den Untersuchungen von 
Cauchy in dessen Exercices de physique et de mathé- 
matiques. Unter den Teilnehmern an denselben 
befand sieh auch M. Nöther, der schon in Gießen 
als Schüler von Clebsch den Grund zu seinen 
ausgezeichneten algebraischen Unter- 
suchungen gelegt hatte. Beide traten von da ab 
in regen wissenschaftlichen Verkehr, der alsbald 
zu einem lebhaften Briefwechsel führte, als 
Nöther wieder Göttingen verließ, um sich zur 
Habilitation in Heidelberg vorzubereiten. Welche 
Fortschritte indes Klein schon sehr bald im Ge- 


Geometrie“ 


hörte er bei 
binären 


eigenen 


biet der Liniengeometrie gemacht hatte, geht 
namentlich aus seiner Arbeit „Zur Theorie der 


Komplexe ersten und zweiten Grades“ hervor, die 


bereits im Juni 1869 in den „Göttinger Nach- 
richten von der k. Gesellschaft der Wissen- 


schaften“ erschien. Hier tritt zum ersten Male 
der Begriff der simultanen Invariante zweier 
linearen Komplere, deren Verschwinden die in- 
volutorische Lage derselben anzeigt, und die 
Beziehung der nämlichen Kummerschen singu- 
lären Fläche zu der ©: Anzahl von Komplexen 
zweiten Grades hervor, deren analytischer Aus- 
druck in Analogie zu den konfokalen Systemen 


von Flächen zweiten Grades gebildet ist, sowie 
der Hinweis auf eine algebraisch lösbare Glei- 
chung sechsten Grades: ein erster Schritt zu 


Kleins späteren bahnbrechenden Untersuchungen 
über die Lösung algebraischer Gleichungen. 

Zum Winter 1869/70 ging Klein nach Berlin. 
wo er auch mit O. Stolz, dem späteren Innsbrucker 
Professor, der bereits in Wien habilitiert war, zu- 
sammentraf. Aber von noch größerer Bedeutung 
wurde für ihn die Bekanntschaft mit Sophus Lie 
aus Kristiania. Beide gehörten als besonders 
tätige Mitglieder dem von E. Kummer geleiteten 
mathematischen Seminare an, in dem für dieses 


38 
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Semester die Theorie der Strahlensysteme als 
Thema gestellt war. Außerdem hörte er bei L. 
Kronecker Theorie der quadratischen Formen und 
arbeitete sich in die Zahlentheorie ein, die er 
selbst später eingehend in Vorlesungen behan- 
delte. Auch mit K, Weierstraß kam er in Be- 
ziehung, doch handelte es sich hier vorwiegend 
um algebraische Fragen, über die er mit Nöther 
korrespondierte. 

Von besonderer Wichtigkeit aber ist es, daß er 
schon im Seminar bei Weierstraß ein Referat 
über A. Cayleys projektive Maßbestimmung in 
bezug auf ein „absolutes“ Gebilde zweiten Grades 
von 1859 hielt, denn hieran knüpften sich bald 
seine tiefen Gedanken über Nichteuklidische Geo- 
metrie. 

Im Frühjahr 1870 verließ Klein Berlin, um 
in Paris mit seinem Freunde Lie wieder zusam- 
menzutreffen. Als Frucht ihrer gemeinsamen 
Berliner Studien war bereits die Arbeit „Sur une 
eertaine famille de courbes et de surfaces“ ent- 
standen, welche durch M. Chasles der Pariser 
(Akademie zur Aufnahme in die Comptes Rendus 
vorgelegt wurde. Erst 1870/71 ist ein Teil des 
reichen Materials, das in derselben enthalten ist, 











im Band II der Mathematischen Annalen erschie- 
nde liegt dort ein damals ganz neue 
Gedanke, nämlich die Untersuehung aller geo- 
trischen Gebilde A, die durch Transformatio- 
ien T in sich übergehen, bei denen also alle Ge 
ilde B, die mit A einer durch die Transfor 
( n T unzerstörbaı Beziehunz stehen 
esc tere beständig bewahreı D \uffas 
su r Lie n é ıen eroßı Arh ten 
ıber Transt lationszruppen, 
Klein aber namentlich ı bezug auf diskrete 
Transf 1ationen erw é vurd h Ir 
I ers ung ryjenigen . nen Kur i W 
t e.che durch 09% eart nithin ver 
lauschbar 7 16 eın eeschlossenes System. 
t h t Gruppe bi i | in s ı ub y hen I Ss 
lang is in einfachster Weise dureh die Nox 
nal fe ner fünf Klass on Koll tionen 
velehe der Beschaffenheit der bei diesen letzteren 
fest bleibenden Punkte resp. Geraden entsprechen, 
lie in geeigneter Weise ins Unendliche verlegt 
wurden. So ergibt sich anschaulich nicht allein 
e Gesamtheit der Gleichungen der Kurven W. 
sondern zugleich eine große Zahl merkwürdiger 
Eigenschaften derselben, zu denen schlieBtich der 
wohl Lie angehörende Satz hinzutritt, daß jede 


Differentialgleichung erster Ordnung, welche 091 
bekannte (nicht triviale) Transformationen in sich 
zuläßt, durch Quadratur integrierbar ist. 

Die Redaktion dieser Arbeit stammt von Klein. 
Wenn dabei fast stärker die Ideen von Lie her- 
vortreten, so beruht das wohl auf der Gewissen- 
haftiekeit, mit der er den Anteil seines Freundes 
an derselben bezeichnen wollte. 

Daneben tritt aber auch schon die an das ,,Er- 
langer Programm“ von 1872 anklingende Forde- 
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rung auf: „Es sind die Eigenschaften solcher 
geometrischen Gebilde zu entwickeln, die aus 
einem willkürlich gewählten durch Gruppen von 
unendlich vielen unter sich vertauschbaren line- 
aren Transformationen hervorgehen.“ 

Im Besitze dieser Gesichtspunkte waren Klein 
und Lie indessen schon in weit größerem Um- 
fange im Winter 1869/70. Denn die Arbeit in 
den Comptes Rendus von 1870, S. 1222 und 1275. 
bezieht sich auf die Ausdehnung derselben auf 
den Raum, d. h. auf „Systeme von Kurven V“ 
welehe durch eine unendliche Zahl linearer Trans- 
formationen in sich übergehen. Insbesondere 
wird, da unter solchen Transformationen sich 
jedenfalls auch eine bestimmte unendlich klein: 
befindet, bei der aus dieser entspringenden 
Gruppe vertauschbarer Transformationen jedes 
mal ein eigentliches oder uneigentliches Tetraede: 
fest bleiben. Und nun richtete sich die weitere 
Untersuchung auf die Flächen V, die durel 
Kurven V erzeugt werden. So ergibt sich & 
eroße Anzahl von auf ein allgemeines 
zurückgeführten Sätzen, deren Inhalt immer noe 
lange nicht erschöpft sein dürfte. 


Theoren 


Für Klein stand es nun fest, sich noch in 


Winter in Géttingen zu habilitieren. Zuvor al 

wollte er nach England, vielleicht auch nael 

Italien gehen, wohl um dort A. Cayley und E 

Pellrami zu sprechen, deren Arbeiten zu sein 
I 

Nichteuklidischen Ideen in so naher Beziehung 

standen. 


o 


1 








Der Krieg zwischen Deutschland und Fra 
reich aber vereitelte diesen Plan. Klein, für di 
Felddienst nicht geeignet befunden, meldete si 
freiwillig zum Sanitätsdienst im Heere und wi: 

1 dieser Eigenschaft auch an den auf die groß 
Kämpfe bei Metz und Sedan folgend T ! 
tiitig. Erkrankt mußte er dann nach seiner Hi 
mat zurückkehren, doch h: er Mitte N n 
die frühere Gesundhe lererlangt. Lie w 
zunächst noch in Paris g é wurd do 
verhaftet, weil man in seiner Korrespondenz mit 
Klein in dem hiiufig wiederkehrende Wort 


„Komplex“ eine Chiffre für Spionag 





erst die Aussage des ihm bef Je 
Mathematikers G. Darboux klärte das Mißv 
ständnis auf und befreite ihn aus der Haft. 
Im Laufe des Winters 1870/71 erw 

sich Kleins Ideen über Nichteuklidise] Gi 
metrie, wie aus seinen n an Nother vom 
17. Dezember 1870, dann vom 12. März 1871, her- 
vorgeht, immer mehr. Als Grundhypothese eı 


scheint ihm zunächst noch die projektive Eigen 
schaft des Raumes, für den nach Euklid der 
imaginare Kreis als „Absolutes Gebilde“ im 
Sinne von Cayleys Untersuchungen, die sich in 
dessen nur auf die Ebene bezogen, auftritt, dann 
aber führt ihn das Studium der Arbeiten Chr. 
ron Staudts zu der Ansicht, daß die projektive 
Geometrie in Wirklichkeit 
Parallelenaxiom sei und letzteres nur scheinbar bei 
von Staudt vorausgesetzt werde. Diese wichtige 


unabhäng ia vom 
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Bemerkung (man vergleiche übrigens die Note in 
den Göttinger Nachrichten von 1872, „Über einen 
Satz der Analysis situs“) wird nun zum Fundament 
seiner grundlegenden Untersuchungen über Nicht- 
Euklidische Geometrie. Und aus Beltramis Satz, 
daß nur in Räumen von konstantem Krümmungs- 
maß die geodätischen Linien durch lineare Glei- 
ehungen sich darstellen lassen, erkennt er bereits, 
laß die Vierseitskonstruktion von @. Desargues 
nicht in der Ebene bewiesen werden kann, sondern 
len Raum notwendig voraussetzen muß. Er über- 
zeugt sich auch schon davon, daß von den von 
H. Helmholtz in den Göttinger Nachrichten 1868, 
„Über die Tatsachen, welche der Geometrie zu- 
erunde liegen“, aufgestellten Axiomen jedenfalls 
eines, das Monodromieaxiom überflüssig sei (man 
vergleiche namentlich die ausgedehnten Unter- 
suchungen von Lie in dessen Theorie der Trans- 
formationsgruppen, Band III, S. 438 ff., 1893). 
Und aus derselben Zeit stammt auch schon die 
Einsicht, daß die elliptische Geometrie, als deren 
Abbild man die Geometrie auf der Kugel ansah, 
obwohl hier die von einem Punkte ausgehenden 
‚zeradesten“ Linien sich in dem Gegenpunkte 
wieder treffen, ihr adäquates Abbild durch das 
Nirahlenbiindel findet. Doch muß die genauere 
Betrachtung aller einer 
Darstellung vorbehalten bleiben, während es hier 
frühe 

beschäftigt 


dieser Dinge anderen 


larauf ankam, hervorzuheben, wie schon 
lieselben den jungen Doktor Klein 
aben. 

Im Winter 1870 entstand aber noch eine 
weitere gemeinsame Arbeit mit Lie; es ist die 
über die Haupttangentenkurven der Kummer- 
schen Fläche. Lie hatte sie zunächst als algebrai- 
sche Kurven 16. Ordnung gefunden, während 
Klein in den Beziehungen dieser Fläche zu dem 
System der konfokalen Komplexe zweiten Grades 
lie Möglichkeit erkannte, alle ihre Singularttaten 
und charakteristischen Zahlen im Sinne von 
Erweiterung der Plückerschen Formeln 
für ebene Kurven auf den Raum, sowie die Exi- 
stenz von sechs ausgezeichneten Haupttangenten- 
kurven 8. Ordnung und Klasse zu erkennen, eine 
\rbeit, die noch im Dezember 1870 in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie erschien. 
Und die zierlichen Arabesken, welche diese Kur- 
ven innerhalb der Systeme der parabolischen 
Kurven der Fläche bilden, wurden von ihm später 
ıls Ornament für ein Ballkleid seiner Braut 
Inna Hegel, einer Tochter des bekannten Histo- 
rikers K. Hegel, die er noch in Erlangen als Frau 
n sein Heim einführte, verwandt. 


('ayleys 


Klein besaß überhaupt ein durch die liebens- 
würdigsten Umgangsformen unterstütztes reiches 
geselliges Talent, das er in Göttingen und Erlan- 
zen zern unter den Kollegen verwandte. In Er- 
langen demonstrierte er sogar einmal die für das 
von ihm dort gegründete mathematische Seminar 
angeschaffte Thomassche Rechenmaschine, wozu 
auch die Frauen der Kollegen eingeladen waren. 
Nicht alle gelangten aber zu gleichem Verständ- 


Voß: Felix Klein als junger Doktor. 283 


nis, und einer der Herren glaubte sogar aus dem 
Vortrage den Schluß ziehen zu können, daß 
Mathematik überhaupt keine Wissenschaft sei, da 
sie auch mittels einer Maschine hervorgebracht 
werden könne. 

Man würde aber eine unrichtige Vorstellung 
von dem jungen Professor gewinnen, wenn man 
ihn in Rücksicht auf seine originelle, in alle 
Formen der täglichen Erlebnisse hineinragende 
mathematische Ideenbildung ausschließlich mit 
rein mathematischen Gedanken beschäftigt an- 
sehen wollte. Wirkte dem schon entgegen seine 
physikalische Schulung als Assistent Plückers, so 
war er selbst auch in Erlangen eifrig bemüht, 
gegen die Übermacht des mathematischen Den- 
kens ein Gegengewicht zu finden. So arbeitete 
er anatomisch unter dem Zoologen E. Selenka, 
und mit dem befreundeten Botaniker M. Reef bot 
das Studium der niedersten pflanzlichen Organis- 
men ein vielseitiges Interesse, 

Noch im Januar 1871 habilitierte sich Klein 
in Göttingen. „Ich hatte außerordentliches 
Glück bei der Habilitation“, schrieb er unmittel- 
bar danach an Nöther. Von der Vorlage einer be- 
sonderen Habilitationsschrift sah die Fakultät an- 
zesichts seiner hervorragenden Arbeiten ab, und 
der ganze Akt, bei dem er Modelle von Komplex- 
flächen als Thema einer Probevorlesung zu be- 
sprechen hatte, klang in die warme Anerkennung 
aus, die Clebsch dem jungen, so viel versprechen- 
den Dozenten zollte. Noch in den Wintermonaten 
hielt er mit einigen Studierenden geometrische 
Übungen ab, für den Sommer hatte er neben einem 
zweistündigen Publikum über Komplexe eine 
vierstündige Vorlesung über theoretische Optik 
angezeigt in der Absicht, dieselbe nicht in aus- 
schließlich abstrakt mathematischem Sinne, son- 
dern mit fortwährender Beziehung auf die wirk- 
lichen Erscheinungen zu halten. An derselben 
nahmen neun Hörer teil; unter den damaligen 
Frequenzverhältnissen eine sehr befriedigende An- 
zahl®). 

Das Jahr 1871 ist nun merkwürdig durch die 
eroße Zahl von Arbeiten Kleins, von denen fast 
jede bedeutungsvoll für seine spätere Entwicklung 
zeworden ist. Die Note in den Göttinger Nach- 
richten vom August „Über die sogenannte Nicht- 
Euklidische Geometrie“ betont zunächst, daß es 
sich nicht um die philosophischen Spekulationen 
handelt, welche zum Teil zu den Arbeiten von 
Gauf, Lobatscheffskij, Bolyai und insbesondere 
zu den Betrachtungen von Riemann und Helm- 
holtz hingeleitet haben, sondern will die mathe- 
matischen Resultate, insoweit sie sich auf die 
Parallelentheorie beziehen, einem allgemeineren 
Verständnis durch den Nachweis deutlich machen, 


1) Die Zahl der Hörer war in den sechziger Jahren 
bei mathematischen Vorlesungen immer nur gering: 


einzelne Dozenten haben gelegentlich vor 1—2 Hörern 
vorgetragen. Zu der Vorlesung von Clebsch über Abel- 
sche Funktionen 
fast 70 ein. 


(Winter 1872) fanden sich dagegen 








284 


daß die projektive Maßbestimmung, welche Cayley 
1859 im sixth memoir upon quantics (Phil. Trans- 
act. 149) in bezug auf eine Fundamentalkurve 
zweiter Ordnung in der Ebene konstruierte, bei 


vceieneter Ersetzung durch eine Fundamental- 
fläche zweiter Ordnung je nach der Natur der- 


selben nicht nur ein Bild oder eine rein mathe- 
matische Transformation der verschiedenen Paral- 
sondern das innere Wesen der- 
selben aufdeckt. Indem Klein die Unterscheidung 
ler Unendlichkeit des Raumes von Unbe- 
erenztheit nach Riemann sich zu eigen macht, er- 
hält er mittels der Verallgemeinerung der Cayley- 
Untersuchung für den Raum und 
prinzipiellen Maßbegriffes die drei Geometrien, 
welehe hinfort als elliptische, hyperbolische und 
parabolische in der Wissenschaft auftreten, und 
die nicht nur, wie bei Cayley, mathematische 
Interpretationen der Euklidischen Geometrie sind, 
sondern unabhängig davon selb- 
ständiges Wesen darlegen. 


iclentheorien ist, 


seiner 


schen eines 


ihr eigenes 


Neben diesen Gedanken, deren prinzipielle Ge- 
stalt hier, wohl noch einmal historisch hervor- 
echoben werden durfte, beschäftigten ihn gleich- 
zeitig noch viele andere. Die an C. Jordans 
traité des substitutions ankniipfende Arbeit 
„Über eine geometrische Repräsentation der Re- 
solventen algebraischer Gleichungen“ vom Mai 
1871 (Math. Annalen IV, S. 346) geht von dem 
Gedanken der durch kontinuierliche vermittelten 
diskreten Gruppen aus. Danach deckt sich die 
Galoissche Theorie der (allgemeinen) Gleichung 
nten Grades mit der der Invarianten und Kovari- 
anten von n Elementen im Raum von n—2 Di- 
mensionen derart, daB den Vertauschungen der 
Wurzeln untereinander die linearen Transfor- 
mationen dieses Raumes entsprechen. Schon dort 
wird im Anschluß an das Vierseit in der Ebene, 
das Sylvestersche Pentaéder der Fläche dritter 
Ordnung, auf die allgemeine Gleichung vierten 
und fünften Grades hingewiesen und die von 
C. Jordan behandelte Theorie der Wendepunkte 


der allgemein ebenen Kurve dritter Ordnung 
dargelegt. Weit wichtiger aber wird die geo- 
metrische Repräsentation der allgemeinen Glei- 


chung sechsten Grades, welche die Wurzeln durch 
sechs gegenseitig in Involution liegende lineare 
Komplexe darstellt und zu Resolventen zehnter 
und fünfzehnter Ordnung führt. So treten hier 
die Anfänge von Kleins späteren großen Arbeiten 
über die Gleichungen siebenten Grades bereits im 
Keime hervor. 

Die Göttinger Nachrichten von 1871 (S. 44) 
greifen nochmals auf die Haupttangentenkurven 
der Kummerschen Fläche zurück. An die Stelle 


der früheren geometrischen Überlegung tritt jetzt 
ein neues Moment, die wirkliche Integration der 
Differentialgleichungen dieser Kurven, die nach 
Analogie der elliptischen Koordinaten sich aus- 
führen läßt. 

Und endlich ist noch der Note vom Juni 1871 
(in den Math. Annalen IV) zu gedenken über 
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den Zusammenhang der Mechanik starrer Körprı 
mit der Liniengeometrie. Hier wird zunächst div 
schon von Plücker erkannte Identität des Null- 
systems von von Staudt und A. F. Möbius mit dem 
linearen Komplex hervorgehoben, und der Satz 
daß die konjugierten Geraden des Komplexes so! 
che sind, nach denen Kräfte resp. unendlich 
k!eine Rotationen auftreten 
mit einem gegebenen Kraftsystem resp. einer g 

unendlich kleinen Rotation äquivalen 
Sodann werden nach Plücker die 6 Koord 
Kraf 


müssen, wenn si 
eebenen 
sind. 
naten 
resp. einer unendlich kleinen Rotation proportiona 


der Geraden den Intensitäten einer 
gesetzt, womit deren Komponenten und Drehungs 
momente bestimmt sind. Und setzen siel 
Kräfte und Rotationen zusammen dureh Additioı 
dieser Koordinaten. Genügt ein so entstandene 
System von 6 Koordinaten der Plückerschen 
Identität, so kann es durch eine Einzelkraft resp. 
dureh eine unendlich kleine Rotation ersetzt we 

den. Der physikalische Zusammenhang zwischen 
Kräften und unendlich kleinen Bewegungen aber 
wird durch die Arbeit bezeichnet, welche das g: 

gebene Kraftsystem bei einer gegebenen unen!l 
lich kleinen Bewegung leistet. Ist diese Arbei 
Null, so läßt sie sich in dualistischer Weise auf- 


un 


fassen, denn die homogene lineare Gleichung 
zwischen den Koordinaten des Kraftsystem« 
stellt dann eine unendlich kleine Rotation vor, 


und umgekehrt wird durch eine solehe Gleichung 
zwischen den Koordinaten einer unendlich klei- 
nen Bewegung ein Kräftesystem bestimmt, so daß 
es sich um die durch den Arbeilsbegriff vermil; 
telte Involution linearer Komplexe handelt. Dies: 
an und für sich sehr einfachen Bemerkungen sin!l 
später im Sinne einer eigentlichen Dynamik von 
R. S. Ball ausgebildet; sie durften hier wohl nicht 
die Veranlassung z 
„Unendlich 


übergangen werden, da sie 


F, Lindemanns Dissertation über 


kleine Bewegungen und Kraftsysteme bei allg: 
meiner projektiver Maßbestimmung“ gegeben 
haben. 

Für den Winter 1871 hatte Alein als Vor 


lesung angezeigt: „Über die Wechselwirkung der 
Naturkräfte und das von der Erhaltung 
der Kraft“, vierstiindig (außerdem geometrisch 
Übungen), ein Zeichen, wie 

immer noch zwischen Physik Mathematik 
hin- und hergingen. Außerdem beschäftigten ihı 
vielfach allgemeine Fragen, so namentlich di« 
Bildung einer Mathematikervereinigung, 
Zweck nicht so sehr in akademischen Vorträgen 
sondern in der durch den gegenseitigen Verkelir 
ermöglichten Aussprache über gemeinsame Inte: 
essen der Forschung bestehen sollte. Sie kam 
freilich erst Ostern 1874 in Göttingen zustande 
Aber daß es seit der Naturforscherversammlung 
zu Heidelberg 1889 zur Bildung der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung kam, die gegenwärtig 
770 Mitglieder zählt und eine große wissen- 
schaftliche Tätigkeit entfaltet hat, wird man 
jedenfalls auch diesen ersten Anregungen Kleins 


Gesetz 


seine Interesse: 


und 


dere! 
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vu danken haben, die in den „Bremer Beschlüs- 
sen“ 1890 feste Gestalt gewanneis. 

Das Jahr 1872 ist wieder durch einen Reich- 
tum an neuen Gedanken ausgezeichnet. Da ist 
zunächst der für die Liniengeometrie fundamen- 
tale Satz (Göttinger Nachrichten März 1872) zu 
erwähnen, daß jeder Linienkomplex durch eine 
Gleiehung K=0 zwischen seinen Plückerschen 
Linienkoordinaten dargestellt werden kann, weil 
aus einer Mannigfaltigkeit von n > 4 Dimen- 
sionen, aus der durch eine quadratische Glei- 
chung P = 0 eine M,_, ausgeschieden ist, jede in 
ler letzteren enthaltene M„-> durch eine weitere 
(G'eichung ausgedrückt werden kann, falls nicht 
ılle fünfreihigen Unterdeterminanten von P gleich 
Null sind. Der Beweis wird dureh Abbildung von 
P —0 geführt; überhaupt hat sich Klein in jener 
Zeit viel mit der algebraischen Abbildung von 
Komplexen beschäftigt. — Auch der Plan zu 
einem Lehrbuch der Liniengeometrie, der aller- 
dings nie ausgeführt wurde, ist damals schon ent- 
worfen. Und in einem Briefe an Néther vom 
13. März 1872 berichtet er schon über die fünf 
Typen der Flächen dritter Ordnung, die er nach 
ihrem Zusammenhang mit den fünf Klassen von 
L. Schläfli entsprechend findet und zugleich 
übersichtlich dureh Modelle darzustellen wußte. 
Diese Bemerkungen deuten schon auf die in den 
Math. Annalen VI, 1873, veröffentlichte Arbeit 
über Flächen dritten Grades hin, in der Über- 
legungen, die bisher nur für Kurven in der Ebene 
verwandt waren, im Sinne der Analysis situs 
benutzt wurden, sowie auf die merkwürdige aus 
dem Jahre 1876 stammende „Neue Relation zwi- 
schen den Singularitäten einer algebraischen 
Kurve“, 

Die bereits vom November 1871 datierte Ar- 
beit von Lie: „Über 
Linien- und Kugelkomplexe mit Anwendung auf 
partielle Differentialgleichungen“, welehe im leb- 
haftesten Verkehr mit Klein entstanden war und 
manche Gedanken desselben in sich aufgenommen 
hat, erschien 1872 im Band V der Math. Annalen, 
Ss. 145. Sie enthält neben den Grundzügen einer 
Differentialgeometrie der 
sondere den merkwürdigen und völlige neuen Zu- 
sammenhang zwischen Linien- und Kugelgeo- 
metrie, derart, daß den Haupttangentenkurven der 


Komplexe, insbesondere 
l 


siniengebilde insbe- 


ersten Geometrie die Kriimmungslinien der zwei- 
ten entsprechen. Hieran schloß sich die ebenfalls 
schon im Oktober 1871 eingereichte Arbeit von 
Klein über Liniengeometrie und metrische Geo- 
metrie, die in viel weiterem Umfange, wie z. B. 
in den gleichzeitigen Untersuchungen von Dar- 
houx über Orthogonalsysteme in höheren Räumen, 
Jen Zusammenhang zwischen der Liniengeometrie 
und der metrischen Geometrie eines Raumes von 
vier Dimensionen, resp. der Geometrie des line- 
aren Komplexes und der metrischen Geometrie 
des gewöhnlichen Raumes begründet. 

Hier findet sich zuerst die Auffassung der 
Liniengeometrie als Geometrie einer quadrati- 
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schen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen im 
Raum von fünf Dimensionen. Aber noch mehr. 
Die metrische Geometrie eines Raumes R,_; von 
n—1 Dimensionen läßt sich als stereographische 
Projektion der Geometrie auf einer im nächst 
Raume R, „Fläche“ oder 
Mannigfaltigkeit zweiten Grades Mz_, 
wobei nun im Raume R,,_; als Fundamentalgebilde 
eine Mj'4, auf der M/;_;, aber der gewählte Pro 
jektionspunkt als solches auftritt. Den linearen 
Transformationen des R,-„, bei denen das Fun- 
damentalgebilde M, bleibt, ent- 
sprechen dann diejenigen Transformationen des 
Rn, welche die gegebene „Fläche“ M;_, und 


ihren Projektionspunkt nicht ändern. 


’ 
ve eogenen 


héheren 


ansehen, 


,-3  ungeändert 


Und nun zeigt sich, wie es möglich wird, die 
Lehre von den Kriimmungslinien und Orthogonal- 
systemen auf Liniengeometrie zu übertragen, wo- 
bei sich zugleich die Bestimmung der Haupt- 
tangentenkurven einer großen Zahl von Flächen 
ergibt. 

In dem weiteren Aufsatze „Über gewisse in 
der Liniengeometrie auftretende Differential- 
gleichungen“ wird dagegen für Komplexe zweiten 
Grades mit gemeinsamer singulärer Fläche mit 
Hilfe der elliptischen Koordinaten Jacobis eine 
ganze Reihe von Integrationsproblemen erledigt. 
So für den allgemeinen Komplex zweiten Grades 
die Aufgabe 1. diejenigen Kongruenzen, deren 
Geraden Haupttangenten ihrer Brennflächen 
sind, 2. die von den Linien der zwei solchen 
Komplexen mit derselben singulären Fläche ge- 
meinsamen Kongruenz umhüllten Kurven zu be- 
stimmen, nebst anderen Erweiterungen. 

Für den Winter 1872/73 hatte Klein beab- 
siehtigt, eine Vorlesung über analytische Geo- 
metrie des Raumes zu halten. Da kam der Ruf 
als ordentlicher Professor der Mathematik nach 
Erlangen, der ihn, der von allen wohl am tiefsten 
in die Forschungen von Staudts eingedrungen 
war, zu dessen, wenn auch nicht unmittelbarem 
Nachfolger machte. Aber schon am 7. Novembe: 
erlag Clebsch zu allgemeiner Bestürzung einer 
tückischen Krankheit. Tief erschüttert reist: 
Klein wieder nach Göttingen, und seine Be- 
mühung ging zunächst dahin, dem hochverehrten 
Lehrer und Freunde ein literarisches Denkmal zu 
setzen. So entstand der „Versuch einer Dar 
legung und Würdigung der wissenschaftlichen 
Leistungen von Clebsch von seiten einiger seiner 
Freunde“. Zu demselben lieferten Referate über 
die Arbeiten von Clebsch in der mathematischen 
Physik, den partiellen Differentialgleichungen 
und der Variationsrechnung, der Geometrie, der 
Abelschen Funktionen und ihrer Verwendung in 
der Geometrie der Kurven und Flächen, der Ab- 
bildung der algebraischen Flächen und der In- 
variantentheorie die Mathematiker des ganzen 
Kreises, der sich um Clebsch als Mittelpunkt ge- 
bildet hatte, die Herren K. von der Mühll, A- 
Mayer, J. Lüroth, A. Brill, M. Nöther, P. Gordan. 
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während die Verarbeitung derselben zu einer ein- 
heitliehen Fassung schließlich nach einer gemein- 
samen Besprechung in Göttingen (Weihnachten 
1872) die Hauptaufgabe von Klein wurde. 

Gleichzeitig wurden die hinterlassenen Manu- 
skripte von Clebsch geordnet, und es entstand 
lie Absicht, seinen Schüler F. Lindemann zur 
Bearbeitung der Vorlesungen über Geometrie zu 
veranlassen. 

Aber damit waren Kleins Bemühungen noch 
nieht erschöpft. Es handelte sich ganz wesent- 
lich darum, durch einen neuen, mit dem Teubner- 
schen Verlage abzuschließenden Vertrag über die 
Redaktion der Mathematischen Annalen für die 
in bedrängter Lage zurückgebliebene Witwe von 
Clebsch Mittel zu schaffen, und gleichzeitig 
wurde zu diesem Zwecke die Aufforderung zu 
freiwilligen Beiträgen an seine Schüler und 
Freunde gerichtet. Auf diese Weise gelang es, 
nebst der von der Universität gegebenen Unter- 
stützung ein Kapital zu bilden, das zur Erziehung 
ler vier Söhne von Clebsch ausreichen konnte. 
In die Redaktion der Mathematischen Annalen 
traten neben C. Neumann nun Gordan und Klein 
ein, so daß dieser sie jetzt seit 46 Jahren ge- 
führt hat. 

Mit der Erlanger Professur beginnt eine neue 
Periode in Kleins Leben, deren Ergebnisse hier 
ticht weiter verfolgt werden können, doch seien 
och einige allgemeine Bemerkungen gestattet. 

Die ausgezeichneten Eigenschaften des jugend- 
lichen Dozenten zeigten sich zunächst in der un- 
eewöhnlichen Vielseitigkeit seiner Begabung, die 
zu schildern versucht wurde. Man erkennt sein 
divinatorisches Taktgefühl, 
lie Originalität seiner Konzeptionen, seine merk- 
würdige Fähigkeit, überall an den Untersuchun- 
ven anderer gerade den Punkt zu entdecken, der 
mit seinen eigenen Gedanken in Verbindung 
So war für Klein eine Fruchtbarkeit der 
Produktion möglich, welche denen, die jede 
mathematische Abhandlung erst vom Anfang an 
studiert haben mußten, versagt bleiben konnte. 


wissenschaftliches 


stand. 


Gleichzeitig besaß er die Gabe, jeden seiner 
Schüler auf das Thema hinzuweisen, das dessen 
besonderer Begabung und Entwicklung entsprach. 
So regte er A. Weiler aus Stäfa, der als Schüler 
von W. Fiedler in Zürich den Gebrauch homo- 


xener Koordinaten und des Dualitätsprinzips 
vriindlichst kennen gelernt hatte, zur syste- 
matischen Bearbeitung der Komplexe zweiten 


(irades an; ein anderes Beispiel gibt A. Harnacks 
Arbeit über die Verwendung der elliptischen 
Funktionen in der Geometrie der Kurven dritter 
Ordnung, der sich schon unter F. Minding in 
Dorpat in die Analysis eingearbeitet hatte. Und 
auch aus etwas spröderem Stoffe wußte Kleins 
Initiative Funken zu schlagen; so bei L. Wede- 
ind, dessen Arbeiten über das komplexe Doppel- 
verhältnis bei Klein selbst schon die Theorie des 


Ikosaeders vorbereiten sollten. 
Im persönlichen Verkehr aber mit seinen 








Die Natur- 
wissenschaften 
Schülern streute er die Goldkörner seines reichen 
Talentes aus, unbekümmert um den Gebrauch, 
den sie später davon machen könnten, denn er 
war nicht der engherzigen Ansicht solcher, die in 
ihren Schülern nur spätere Konkurrenten zu 
sehen geneigt waren. 

Aber Klein beschäftigte sich nicht nur etwa 
mit den besonders Begabten. Ihm lag vor allem 
am Herzen die Erzielung tieferen Wissens bei 
allen denen, die einst auf den Gymnasien und 
Realschulen die Mathematik zu lehren haben 
würden. Wie man wissenschaftlich arbeiten lerne, 
das zu zeigen sei die Hauptaufgabe des Dozenten, 
führte er schon in Erlangen in seiner Rede zum 
Eintritt in die Fakultät aus, und dazu sei nichts 
wirksamer als die den Abschluß der Universitäts- 
studien bezeugende Ausarbeitung einer Disser- 
tation unter sachgemäßer Leitung des Lehrers. 
die ihren Erfolg auch dann nicht verfehlen werde, 
wenn sie etwa die einzige höhere Leistung des 
Betreffenden bleibe. 

Und dieser Zweck bestimmte auch die Form 
seiner Absolute Vollständigkeit 
wird immer dazu führen, daß der Inhalt in den 
Anfangsstadien stecken bleibt und die Hörer er- 
müdet; daher suchte er überall darauf hinzu- 
wirken. daß an der Hand der reichlich gebotenen 
literarischen Nachweise dieselben zu eigener Ver- 
tiefung in soleh« 
in der Vorlesung selbst nur im allgemeinen 


Vorlesungen. 


Fragen angeleitet wurden, di 
durch 
anschauliche Ideen bezeichnet waren. 

Diese einfache Skizze darf aber nicht ohne ein 
Wort des herzlichsten Dankes schließen, der alk 
Schüler Kleins erfüllt, und dessen auch der Ver- 
fasser verehrungsvoll gedenkt. Die zwischen Klein 
und ihm im Winter 1868/69 entstandene Bekannt- 
schaft fand schon Ostern 1869 ihr Ende, als der 
letztere in den Schuldienst iibertrat. Als er sich 
zum Winter 1872 entschloB, zu weiterem Studium 
wieder nach Göttingen zu Clebsch, der damals 
auf der Höhe seines Ruhmes stand, zurückzu- 
kehren, erfuhr er, daß Klein und Lies. W-Kurven 
in naher Beziehung zu seiner eigenen kleinen, aus 
der Lektüre von Chasles’ traité de géométri 
supérieure entstandenen Arbeit standen. In der 
liebenswürdigsten Weise nahm Klein seine Ent- 
schuldigung entgegen, das ganz übersehen zu 
haben, und forderte ihn auf, nach Erlangen zu 
kommen, da der Aufenthalt in Göttingen nach 
Clebsch’ Tode keinen Zweck mehr haben konnte. 
Dort hatte er das Glück, während fast 4 Monaten 
täglich mit dem ausgezeichneten Freunde zu ver- 
kehren, an seinem Beispiel zu lernen. Seitdem 
haben, je mehr Kleins Gedanken sich den großen 
Fragen der Riemann-Weierstraßschen Funktio- 
nentheorie und der universellen Beherrschung der 
gesamten Mathematik zuwandten, viele andere dit 
gleiche Förderung ihres Strebens gefunden. Sie 
alle werden jetzt den Jubilar verehrungsvoll be- 
erüßen mit dem Wunsche, daß die unvergleich- 
liche Elastizität seines Geistes ihm noch lange 
erhalten bleibe, und so wird dieser siebzigste Ge- 
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burtstax aufs neue in schönster Weise bestätigen, 
welchen Segen die Wirksamkeit eines deutschen 
Professors weithin verbreitet hat. 





Klein und die Mathematik der letzten 
fünfzig Jahre. 
Von Prof. Dr. W. Wirtinger, Wien. 


Inter arına silent musae. Von Herzen hätte ich 
vewünscht, daß wir in ruhiger und ungetrübter 
Betrachtung uns die Wurzeln, die Vorbedingun- 
gen, die treibenden Kräfte von Kleins Wirksam- 
keit hätten vor Augen führen können, und das 
Unterscheidende und Gemeinsame mit anderen 
eroßen Gelehrtennaturen uns zum Bewußtsein 
bringen. Das Schicksal hat es anders gewollt. Nach 
len wechselvollen Ereignissen der letzten Zeit 
suchen nieht nur die Staaten, nein, sucht über- 
haupt die menschliche Gesellschaft nach neuen 
Formen und nach neuer Ordnung für die im 
Grunde immer gleichen Triebe des Einzelwesens. 
Eine Welt ist in Trümmer gegangen und wi 


müssen uns eine neue aufbauen. Ich meine nicht 
unsere Wissenschaft, denn was wir in der Monar- 
chie bewiesen haben, bleibt auch in der Republik 


wahr. Vielmehr denke ich dabei an die ganze 
Stellung der reinen Wissenschaft in der künfti 
een Gesellschaftsordnung, deren Umrisse wir 


langsam heraufkommen sehen. 
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Be und endlich d 
sicht oft auf dem Gebiet: t 
sind dem Fachmann gei 
er sieh nicht entziehen kann. ber das sind 
innere Erlebnisse, die der Mitteilung bedürfen, 
ım aueh. in andern wirksam. zu werden, einer 


Mitteilung, für welche die Empfänger viel mehr 
eigenartige Vorbedingungen erfüllen müssen, als 


} 


für die künstlerische. Man kann es auch ver- 


stehen. daB die Mitteilung eines solehen inneren 
Erlebnisses für manche unter den größten mehr 


eine lästige Pflicht war, da ja das Hauptziel, die 
eigene Klarheit, schon erreicht war. 

Klein hat niemals mit der Mitteilung seiner 
Ergebnisse gekargt und auch die Wege, auf denen 
er vordrang, hat er immer offen dargelegt. Seine 
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Anfänge kamen von Plücker und von Clebsch, von 
denen der erste ein Meister der Anschauung, der 
zweite ein ebensolcher des Kalküls war, und die 
Architektur der Algebra geradezu künstlerisch 
handhabte. Der erste wird vielleicht durch die 
Freude an der Gestalt, der zweite durch die 
Durchsichtigkeit der Darstellung und die Fihig- 
keit, weitumfassende Gedankenkreise fruchtbar zu 
verbinden, für Klein besonders förderlich ge- 
wesen sein, beide aber durch die Begeisterung. 
mit der sie ihrer Wissenschaft lebten. In der Tat 
fällt es schwer, seine weitere Entwicklung an die 
streng systematische und in dieser Zeit — Ende 
der sechziger Jahre — noch mit der Gestaltung 
des spröden Stoffes ringende Weierstraßsch:« 
Richtung anzuschließen, für welche die Erledi- 
gung eines bestimmten Problems an und für sich 
eine grundlegende Forderung bildete, während 
Klein die Wechselbeziehungen verschiedener Teil: 
der Mathematik besonders lebendige und frucht 
bar zu machen verstand. Das zeigt sich schon in 
der ersten Periode seiner Wirksamkeit, die maı 
von 1869 bis etwa 1874 rechnen kann und deren 
Hauptleistungen die Arbeiten zur Nichteuklidi 
schen Geometrie und das Erlanger Programm von 
1872 sind, das unter dem Titel .‚Vergleichend: 
Betrachtungen üher einige neuere zeometrisch« 
Forschungen“ den Begriff der Gruppe als ord 
nendes und zusammenfassendes Prinzip in der 
Geometrie aufweist und darüber hinaus die neue) 
Probleme, die daraus entspringen. skizziert. Es 





ist interessant, daß das uns heute so geläufig 
Wort „Gruppe“ bei Klein selbst 1871 im Titel 
einer mit Jae zusammen verfaßten Arbeit noch 
umschrieben wird mit dem Worte geschlossenes 
System von Transformationen. Aber darüber b 
richten ja andere in diesem Hefte ausführlicher 
Zum ersten Male erscheint 1874 der Name Ri: 
‘itel der Arbeit ..Uber eine neue Art 
Riemannscher Flächen“. Hier wird für reelle Tan 


manns im Ti 





genten der Berührungspunkt, für imaginäre aber 


ler einzige reelle Punkt derselben als Bild des 
Kurvenpunktes resp. der Stelle des algebraisch« 
Gebildes aufgefaßt. Das Dualitätsprinzip, di 


Staudtsche Imaginärtheorie, die allzemeine Au 


fassung der Riemannschen Mannigfaltigkeit mit 
iner quadratischen Differentialform sind hier mit 
einemmal in der einfachsten Weise in Beziehung 
gesetzt und für die reellen Züge algebraischer 
Kurven, also anschauliche Fragen verwertet. 


Der Name Riemann kehrt seither immer wie- 
der, und es hat wohl kein Mathematiker soviel 
für das Verständnis und die Fruchtbarmachung 
von dessen Ideen getan, wie gerade Klein. Die 
Durehdringung und Verbindung der ursprüng- 
lichen Riemannschen Gedanken mit allen den Gi 
sichtspunkten der Invariantentheorie, der Zahlen- 
theorie und Algebra, der Gruppentheorie, der 
mehrdimensionalen Geometrie, sowohl auf dem 
Gebiete der Abelschen Funktionen als auch auf 
den eigensten Gebieten Kleins, den Modulfunktio- 
nen und den automorphen Funktionen gehört zu 
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seinen größten Erfolgen. Die zahllosen Arbeiten. 
lie im Anschluß daran entstanden sind, beweisen. 
wie stark das Interesse war, das sie erweckten. 
{cr hatte hier noch die besondere Genugtuung, 
lie weittragenden und wichtigen Sätze, die er in 
Jahren zum Teil auf intuitivem 
Beginn dieses Jahrhunderts 


len achtziger 
Wege gefunden, zu 
bewiesen und weiter ausgestaltet zu sehen. Der 
Anteil Kleins an 
eroßer. Die meisten von ihnen hat er mit den 
Verfassern ins einzelne durchgesprochen, und bei 
den Korrekturen einen ausführlichen Brief- 
wechsel mit ihnen geführt. Er hat seine Schüler 
nicht bloß in den Gegenstand, sondern auch in 
lie Kunst der Disposition und die wissenschaft- 
liche Ausdrucksweise überhaupt eingeführt. Das 
kam auch den „Mathematischen Annalen“ zugute, 
an deren Redaktion er seit 1873 in hervorragen- 
der Weise beteiligt war. Der Grundsatz, von dem 
er selbst sagte, daß die Redaktion der Annalen 
von Anfang an bewußt daran festgehalten habe, 
an keiner einzelnen Richtung innerhalb der 
mathematischen Wissenschaft einseitig festzuhal- 
ten, sondern allen Leistungen, welche neu und 
bedeutend scheinen, des Inlandes wie des Aus- 
landes, bereitwilligst die Spalten der Zeitschrift 
zu öffnen, hat die Annalen zu einer der vornehm- 
sten und unentbehrlichsten Quellen gemacht für 
jeden, der sich dieser Wissenschaft widmet. Bis 
etwa 1894 war so die Tätigkeit Kleins der For- 
schung, der Lehre und der mathematischen Lite- 
ratur im engeren Sinne gewidmet. Nun aber 
tritt eine neue Seite seiner eigenartigen Begabung 
ans Licht: die Vertretung der Wissenschaft und 
ihrer Interessen nach außen hin. Diese Tätigkeit 
beginnt mit der Weltausstellung von Chicago, dem 
Evanston Colloquium und dem Vortrag über 
Riemann auf der Wiener Naturforscherversamm- 
lung 1894. Es folgt eine lange Reihe von Vor- 
trägen über wissenschaftliche und Unterrichts- 
fragen, über das Verhältnis der Universität zur 
Technischen Hochschule, über das Verhältnis der 
Mathematik zu den Anwendungen und vieles 
andere, worüber ja auch Berufenere hier im Zu- 
sammenhang berichten. Insbesondere sei hier 
eleich auf die Tätigkeit Kleins in der internatio- 
nalen Unterrichtskommission und den deutschen 
Ausschüssen für mathematischen Unterricht hin- 
gewiesen. 

Aber zugleich damit tauchte ein Unternehmen 
auf, welches sich die Darstellung der gesamten 
Mathematik und ihrer Anwendungen vom Be- 
einn des 19. Jahrhunderts an zum Ziel setzte, ein 
richtiges Säkularwerk, die Enzyklopädie. Ur- 
spriinglich von Burkhardt und F. Meyer als Wör- 
terbuch geplant, wurde in den vorbereitenden Be- 
ratungen über Antrag Dycks jenes weitere Pro- 


gramm gestellt, mit dem Ziele, dadureh ein Ge- 
samtbild der Stellung zu geben, die die Mathe- 
matik in der heutigen Kultur einnimmt. Hier war 
es Klein, der zusammen mit Dyck von allem An- 
fang an dem Unternehmen seine ganzen persön- 


nichteuklidische Geometrie. 


diesen Arbeiten ist ein sehr 





‚Die Natur- 
wissenschaften 


lichen Beziehungen, seine ımfassenden wissen- 
sehaftliehen Interessen und groBes Organisations 
voller Hingebung widmete. Er selbs 


Arbeiter 


an den einzelnen Bän- 


talent mit 
hat außer auseedehnten vorbereitenden 
und ( ineehende r Teilnahm ) 
len besonderes Verdienst dureh die Durchführung 
und Vollendung des vierten, der Mechanik gewid 
meten Bandes. 


nicht zu Ende sind, so ist das zum guten Teil auc} 


Und wenn wir damit heute noe! 
dem Umstand zuzuschreiben, daß durch das Er- 
scheinen handlicher, bis auf die neueste Zeit fort- 
Einzelgebiete dis 
eine feste 


eeführter Darstellungen der 
jüngere Generation für ihre Arbeit 
Grundlage und eine mächtige Anregung zu neuen 
Forschung erhielt. 

Und nun lassen Sie mich wieder zu den all- 
Einleitung zurück 
noch vielen 


Betrachtungen der 
kehren. Klein hat uns, und damit 
nach uns, die mannigfachen Spannungen und 
ihre Lösungen an mathematischen Problemen mit- 
erleben lassen und mit deren Mitteilung niemals 
gekargt. Das werden in erster Linie die Mathe- 
matiker zu würdigen wissen. 
Aber auch als unentbehrliche 
eedanklichen Erfassung 
Weltbildes bewährt sich die Mathematik aufs 
Ideen der Gruppen- 
der allgemeinen 


gemeinen 


Vorarbeit zm 
eines physikalischeı 


neue, wenn die ordnenden 
theorie gerade jetzt wieder in 
Relativitätstheorie, die ja geradezu ein invarian- 
tentheoretisches Problem ist, ihre Kraft bewälı- 
ren und Klein selbst hier rüstig mitschafft. 

Das geistige Machtmittel, welches die Wissen- 
schaft gegenüber der Wirklichkeit gibt, hat er in 
vielen Anwendungen gefördert und zur Geltung 
gebracht. Die Enzyklopädie liefert dafür reichlich 
die Belege im einzelnen. 

Noch weiter über den Kreis der Mathematike 
hinaus greift aber die Wirkung der Mathematik 
in Unterricht und Erziehung. Gerade hier wer- 
den wir Kleins Arbeit zu verwerten und hoffent- 
lich noch recht lange unter seiner eigenen Fül- 
rung fortzusetzen haben, um immer wieder den 
Grundsatz zu vertreten, daß nur derjenige Mathe- 
matik mit Erfolg lehren kann, in dem die Wissen- 
schaft selbst lebendig geworden ist, daß nur die- 
ser dem Schüler als bleibendes Gut die Überzeu- 
gung mitgeben wird, daß das, was richtig gedacht 
ist, auch wahr und darum eine notwendige Grund- 
lage für vernünftiges Wollen und Handeln ist. 





Klein und die nichteuklidische 
Geometrie!). 
Von Prof. Dr. A. Schoenflies, Frankfurt a. M. 


Als Klein im Jahre 1871 seinen ersten epoche- 
machenden Artikel über die nichteuklidische Geo- 
metrie veröffentlichte, stand er im jugendlichen 


1) Von den Kleinschen Arbeiten kommen haupt- 
i 


sächlich in Betracht die in den Math. Ann. Bd. 4, 
S. 573, Bd. 6, S. 112, Bd. 37, S. 544, Bd. 50, S. 58 
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Alter von 22 Jahren. Für die mathematische All- 
tagswelt haftete einer Geometrie, in der das eukli- 
dische Parallelenaxiom nicht gelten sollte, immer 
noch eine Art paradoxen Beigeschmacks an. 
hatte seine ausgedehnten Resultate, wie wir aus 
einem Brief an Bessel wissen, bei seinen Lebzeiten 
völlige zurückgehalten; er scheue, schrieb er, das 
Geschrei der Böoter, wenn er seine Ansichten ganz 
aussprechen wolle. Die Lehrgebäude, die Lo- 
batschefsky schon 1829 und bald darauf Bolyai 
errichtet hatten, waren infolgedessen zunächst 
ziemlich unbeachtet geblieben; selbst auf die be- 
vorzugten Köpfe übten sie eine stärkere Wirkung 
erst aus, als die Gaußischen 
1862 veröffentlichten Briefwechsel mit 
bekannt wurden und al.mählich das 
Schwergewicht des Gaußischen Namens zu wir- 
ken begann. Aber doch galt alles Nichteuklidische 
für die große Masse der Mathematiker 
noch als etwas, was zwar durch seine merkwürdige 


Ideen aus seinem 
Schu- 


macher 


immer 


Eigenart anzog, aber sozusagen jenseits der eigent- 
lichen Mathematik existierte und ohne Beziehung 
zu realen Problemen war. Ein Wandel entstand 
rst, ats Riemann und Helmholtz die Kraft ihres 
(Genies an die Durchleuchtung der allgemeinen 
Grundlagen der Geometrie setzten, und man er- 
uhr, wie sie die niehteuklidischen Auffassungen 
n das Gesamtgebiet der Geometrie einordneten. 
Doch war bei beiden die mathematische Betrach- 
tung noch ziemlich stark mit spekulativen Gedan- 
ken verquickt. Dies erleichterte denen, die Gauß 
ils Böoter gekennzeichnet hatte, die Angriffe und 
lie Skepsis und erschwerte so einen durchgreifen- 
en Umschlag. - Es bedeutete daher einen wich- 
tigen Schritt vorwärts, als Beltrami, nicht lange 
or dem Eingreifen Kleins, in den Raumeebilden 
konstanter Krümmung die Träger eines greifbaren 
Bildes der’ niehteuklidischen Theoreme aufdeckte; 
indem er zeigte, daß deren geoditische Linien — 
Geometrie be- 
stimmen, wie die Geraden der nichteuklidischen 
täume. 


kurzgesprochen — die nämliche 


Immerhin blieb aber die Frage offen, 
ob es nicht einen Zirkelschluß bedeutet, wenn man 
mit Begriffen, die durchweg aus dem Euklidisehen 
stammen, die Wahrheit und Folgerichtigkeit nicht- 
euklidischer Lehren ableitetet). Es ist eins der 
Hauptverdienste Kleins, daß er die reinliche Aus- 
sonderung der mathematischen Pro- 
beme und ihre Befreiung von allem metaphysi- 


spezifisch 


schen Beiwerk sowohl als notwendig, wie als mög- 
lieh erkannt hat; er hat der nichteuklidischen 
Geometrie ein volles und unbestrittenes Bürger- 
recht in der Mathematik erkämpft und sie zu 
sowie das Vorlesungsheft über 
metrie vom Jahre 1893 


>. 


nichteuklidische Geo- 





Uber den allgemeinen historischen Werdegang vgl. 
man Bonola, Die nichteuklidische Geometrie, übers. v. 
Liebmann, Leipzig 1908. 


1) Selbst Cayley meinte, trotz der v. Staudtschen 
Einführung des Zahlenraums sei wenigstens noch der 
Schein eines Zirkelschlusses vorhanden; Collected 
papers (1889) Bd. II, S. 605. 


Nw. 1919. 


Gauß , 
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einem der reizvollsten und zugleich anwendungs- 
reichsten Wissensgebiete erhoben. 

Eine glänzende mathematische Phantasie mit 
dem sicheren Blick für das Erreichbare verbin- 
dend, von dem hohen Wert anschauungsmäßigen 
Erfassens geometrischer Wahrheiten erfülit, zu- 
gleich stark physikalisch interessiert und daher im 
Rahmen der natürlichen Problemstellungen blei- 
bend, niemals dogmatisch, sondern stets realistisch 
denkend, war Klein wie geschaffen, um im Bereicl 
der nichteuklidischen Tatsachen und Zweifel 
k.ärend und reinigend zu wirken. Diesem seinem 
mathematischen Naturell folgend, war er sich von 
vornherein klar, daß es nicht Zweck der Mathe- 
matik war, eine Entscheidung philosophischer 
Fragen zu treffen. Sie hatte nur zu prüfen, ob 
das Parallelenaxiom Folge der übrigen 
Axiome ist oder nicht; die Frage nach seiner ob- 
jektiven Geltung oder nach der Eigenart unseres 
empirischen Raumes konnte und sollte sie nicht 
vor ihr Forum ziehen. Zwar ist und war auch 
Klein philosophisch interessiert. Er hat sich über 
Ursprung und Wesen der Axiome öfters eingehen. 
ausgesprochen, aber stets von dem Bewußtsein ge- 
tragen, daß den Mathematiker als solchen die be- 
sondere Stellung, die er erkenntnistheoretisch ein- 
nehmen mag, ebensowenig beeinflussen dürfe, wie 
lie Mathematik selbst. Der jugendliche Forsche1 
erkannte daher seine wissenschaftliche Aufgabe 
ausschließlich darin, ein in konsequentes 
Lehrgebiiude jeder Geometrie aufzu- 
bauen, die axiomatischen Voraussetzungen, deren 
man dazu bedarf, mit aller Schärfe und Deutlich- 
keit herauszuschälen und sie in ihrer mathemati- 
schen Tragweite zu prüfen. Under stand in- dieser 
Weise nieht nur dem Parallelenaxiom gegenüber, 
sondern auch den sonstigen axiomatischen Vor- 
aussetzungen, und war bestrebt, sie eine nach der 
andern zum Ausdruck zu bringen. Er muß in- 
sofern als ein durchaus bewußter Vorgänger der 
Unter- 
suchungsriehtung geltent), die ungefähr 10 Jahre 
später in vol!er Ausdehnung einsetzte; zuerst bei 
Pasch und dann später von Hilbert vervollkomm- 
net und vollendet. 


eine 


sich 
möglichen 


allgemeinen axiomatisch-geometrischen 


Die Eigenart des geistigen Schaffens, die wir 
am Kleinschen Genius bewundern dürfen, trug 
auf dem Gebiet der nichteuklidischen Problemc 
von vornherein den Stempel notwendigen Gelin- 


Ich rechne dahin die immer allseitige und 
umfassende Problemstellung, die sichere Intuition 
für den inneren Zusammenhang scheinbar frem- 
dester Einzelresultate, die leichteste 
und Durehdringung der vorhandenen 
Geschick für ihre Verein- 
und gleichzeitige Vertiefung, für ihre 
Vereinheitlichung und ihre Gestaltung zu einem 
plastischen Bilde. So stets im gegebenen wissen- 
schaftlichen Boden wurzelnd, hat sein mathema- 
tisches Schaffen Erfolge von überraschender 


gens. 


Aneignung 

Literatur 
und ein glänzendes V 
fachung 


1) Den wesentlichsten AnstoB zu dieser Denkweise 
diirften Riemann und Helmholtz gegeben haben. 
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Fruchtbarkeit und Tragweite gezeitigt. Und 
wohl nirgends hat sich diese Eigenart erfolgreicher 
nichteuklidischen Unter- 
Klein ist nichteuklidi- 
Gemeingut der 
Gebieten des 
dadurch 


in seinen 
Erst durch 
Denken wissenschaftliches 
Forschune geworden; weiten 
Schaffens und Fortschreitens hat er 
neues Blut und neues Leben eingeflößt. 

Als Klein seine nichteuklidischen Studien be- 
vann, lag für die Geometrie der Lage ein Lehr- 
gebäude in methodischer Volikommenheit und fast 
liickenloser Schärfe und Beweiskraft bereits zwei 
Jahrzehnte hindureh vor: das Lehrgebäude, das 
Chr. v. Staudt mit der Vollkraft geometrischen 
Schauens errichtet hatte’). Ebenso bestand seit 
über 10 Jahren eine allgemeine Theorie der Maß- 
bestimmung, die Englands damaliger erster Mathe- 
matiker A, Cayley geschaffen hatte?); eine Theo- 
rie, die sich auf formentheoretischer Grundlage 
rhebt und die gewöhnliche euklidische Maßbe- 
stimmung als Modell benutzt. Sie gipfelt in 
‘inem doppelten Resultat. Erstens erweisen sich 
die metrischen Eigenschaften einer Figur nicht 
als Eigenschaften, die ihr an sich zukommen, son- 
dern vielmehr als projektive Beziehungen zu einem 
vewissen „absoluten“ Grundgebilde, und zweitens 
ordnen sieh auf diese Weise die metrischen Eigen- 
schaften in das umfassende Gebiet der allgemeinen 
projektiven Beziehungen ein. Beider Männer 
Geistesarbeit hatte aber den Jünger, der sie zu 
und zu meistern und harmonisch zu ver- 
binden verstand, noch nicht gefunden. Ist doch 
der Teil der Staudtschen Schriften, der durch die 
Abstraktheit seiner Gedanken und Beweise dem 
Eindringen die meiste Schwierigkeit darbietet, 
nämlich die Theorie der Würfe und die Erörte- 
rung der imaginären Gebilde, erst nach Klein, 
und vielleicht sogar erst unter der Wirkung seiner 
Arbeiten, einem größeren Publikum erschlossen 
worden. Die geringe Ausbreitung der Cayleyschen 
Resultate ist weniger verständlich; aber auch 
Cayleys Laguerre, hatte im wesent- 
lichen ein gleiches Geschick getroffen*). An- 
wendbarkeit und Tragweite ihrer Resultate mußten 
offenbar so lange in der Tiefe schlummern, bis 
sie durch Kleins intuitives Erfassen zum Leben 
und Wirken erweckt wurden. Jedenfalls ist Cay- 
Jey selbst an der — man muß heute sagen offen- 
kundigen — Beziehung seiner Resultate zum 
Nichteuklidischen vorbeigegangen. Sie lagen nicht 
auf seinem Wege Für ihn handelte es sich nur 
darum, die tatsächliche geometrische Maßbestim- 
mung auf der Graden und im Strahlbüschel, wie 
sie in der Ebene und auf der Kugel eilt, als Son- 
derfälle nachzuwei- 


erwiesen, als 
suchungen. 


sches 


werten 


Vorgänger, 


seines allgemeinen Ansatzes 

!) Geometrie der Lage, und Beiträge zur Geometrie 
der Lage, Nürnberg 1847 und Erlangen 1856/57. 

?) A sixt Memoir upon quanties; Philos. Trans- 
Bd. 149 (1860), S. 82. 

3) Von Laguerre stammt die Definition des Winkels 
mittels des Doppelverhältnisses der Schenkel gegen 


wtions, 


lie Strahlen nach den Kreispunkten; Nouv. Ann. de 
math. Bd. 12, 


(1853), S. 64, 
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sent). Daß sich die drei Fälle möglicher Maß- 
bestimmung, die in den drei Geometrien gelten, 
unmittelbar ergeben, wenn man das Cayleysche 
absolute Gebilde geeignet wählt, konnte erst 
jemand erkennen, bei dem der Blick für die Ver- 
wandtschaft mathematischer Gesetze so entwickelt 
war, wie bei Klein. Und diese Erkenntnis mußte 
um so stärker wirken, als doch klar war, daß man 
es hier nicht, wie bei der Beltramischen Deutung, 
mit einem unvollkommenen Abbild der nicht- 
euklidischen Beziehungen zu tun hatte, sondern 
mit ihrem ureigensten inneren Wesen. 

Für Klein ist es stets ein wissenschaftliches 
Gebot gewesen, die Darstellung geometrischer 
Dinge den anschaulichen Bedürfnissen anzupassen; 
er wußte, daß geometrische Wahrheiten ohne gleich- 
zeitige Vorstellbarkeit nur unvollkommen ver- 
standen werden. Der von Cayley eingeschlagene 
Weg, der direkt von den Koordinaten ausgeht, war 
daher für ihn nicht gangbar. Die Cayleysche 
Maßbestimmung mußte vielmehr in neuer und 
freier Weise auf projektiver Grundlage aufgebaut 
werden. Es gelang ihm, indem er dem algebraisch 
starren Gerüst der Cayleyschen Formentheorie die 
Beweglichkeit des projektiven Messens einflößte; 
sie führte ihn selbsttätig zu den linearen Trans- 
formationen und zu ihren Gruppen. Auch heute 
noch wird man die große Wirkung nachempfinden, 
die die Kleinschen Gedankengänge durch ihre 
Einfachheit, durch die Energie ihrer Gedanken 
und die ihnen innewohnende wissenschaftliche 
Uberzeugungskraft auf die damalige mathemati- 
sche Welt unzweifelhaft ausgeübt haben. 

Klein geht, wie Riemann, von der natürlichen 
Frage aus, worin überhaupt das Messen besteht, 
und nach welchen Regeln es vor sich geht. Sieht 
man von den evidenten Gesetzen der Addierbar- 
keit der Strecken und Winkel ab?), so setzt es in 
erster Linie die Herstellung eines Maßstabes vor- 
aus; d. h. also, die Erzeugung einer mathemati- 
schen Skala, die, von einer irgendwie gewählten 
Einheit ausgehend, zu allen Längen führt, die ein 
Vielfaches oder einen rationalen Teil der Einheit 
darstellen. Das Zweite ist die besondere Art der 
Benutzung des Maßstabes; sie ruht darauf, daß 
die Skala so in sich verschiebbar sein muß, wie 
dies einem Maßstab eigen ist; eine Bewegung. die 
einen Skalenteil in einen andern überführt. muß 
dies für jeden Skalenteil leisten. während sie 
alles, was „unendlich fern“ ist, naturgemäß fest- 
läßt. Gemäß der Cayleyschen Grundanschauung 
ist aber die Metrik eine Beziehung projektiver Art 
zu einem gewissen absoluten und invarianten Ge- 
bilde. 
Maßstabes erweist sich daher als eine eindeutige 


Jede der eben genannten Bewegungen des 


1) Cayley erkannte insbesondere, daß sein absoluter 
Kegelschnitt, der in der Ebene in ein Punktepaar zer- 
fällt, auf der Kugel ein Kreis ist. und zwar ein 
imaginärer, und daß dies die Ursache der vollen 
Dualität der sphärischen Geometrie ist (a. a. O. S. 89). 
Ob Cayley die Arbeit von Laguerre kannte, vermag 
ich nicht zu sagen. 

2) Es ist 2 +3 = 13, 12+21=0 usw. 
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und projektive, also lineare Transformation, und 
zwar als eine, bei der einerseits die unendlich- 
fernen Elemente, andererseits auch die Elemente 
des absoluten Gebildes fest bleiben ; diese Elemente 
stellen daher sowohl die Doppelelemente der linea- 
ren Transformation wie auch die Elemente von 
Cayleys absolutem Gebilde dar. Damit war die 
Kette der Argumente geschlossen, und die Einord- 
nung der Cayleyschen Metrik in die projektive 
Geometrie erreicht. Wählt man als absolutes Ge- 
bilde insbesondere zwei reelle, zwei imaginäre, 
oder zwei zusammenfallende Elemente — womit 
alle Möglichkeiten erschöpft sind —, so erstehen 
die Maßbestimmungen mit zwei reellen unendlich- 
fernen Elementen, zwei imaginären, oder einem 
reellen; also die Lobatschefskysche Geometrie, die 
euklidische, und endlich diejenige, auf die Bie- 
mann zuerst hingewiesen hat, und bei der die 
Gerade eine endliche Länge besitzt. Sie ist in 
demjenigen Elementargebilde realisiert, das der 
Geraden dualistisch gegeniibersteht, nämlich im 
Strahlenbiischel; die Gesamtheit aller Winkel be- 
sitzt den Wert 2 x, und ihr absolutes Gebilde wird 
von den nach den imaginären Kreispunkten zie- 
lenden Strahlen gebildet. 

Eine lineare Transformation ist nur in einem 
Zahlenraum ausführbar. Mit Riemann und Helm- 
holtz von vornherein den geometrischen Konstruk- 
tionsraum als Zahlenraum einzufiihren, war fiir 
den Erbauer eines geometrischen Gebäudes nicht 
angängig. Aber der Meister aller projektiven Bau- 
kunst, Chr. v. Staudt, hatte ja, wie oben erwähnt, 
den Bau bereits im wesentlichen errichtet und 
die Umwandlung des geometrischen Raumes in den 
Zahlenraum gelehrt. Auf die Fundamente des 
Baues und die Art seiner Aufmauerung näher ein- 
zugehen, kann unterbleiben. Es geniige der Hin- 
weis, daß Klein von vornherein die Lücken er- 
kannte, die noch zu verkitten waren, und auch 
über den Kitt, der die Festigkeit des Baues ver- 
bürgte, nicht im Zweifel war. Um zweierlei han- 
delte es sich. Die Staudtsche Darstellung ruhte 
auf dem Parallelenaxiom und mußte deshalb von 
dieser ihrer Grundlage befreit werden. Es gelingt, 
indem man alle Konstruktionen zunächst in einem 
endlichen Raumteil vornimmt, den man dann zu 
erweitern, und falls nötig, durch ideale (uneigent- 
liche) Elemente zu ergänzen hat!) ; was ja schließ- 
lich im euklidischen Raum durch Hinzufügung der 
unendlichfernen Elemente in ganz analoger Weise 
geschieht. Freilich entsteht dabei zunächst die 
Schwieriekeit, daß ein Grundelement, wie die Ge- 
rade, dem begrenzten Raumteil, in dem man 
operiert, nicht völlig angehört, und daß daher die 
Konstruktionen und Beweise, die zur Bestimmung 
des vierten harmonischen Punktes nötig sind, in 
ihm illusorisch werden können. Da aber in 
jedem Raumteil vollständige Grundgebilde erster 
und höherer Stufe, nämlich Büschel und Bündel 





: 1) Ein Hinweis auf solche idealen Elemente findet 
sich bereits bei Beltrami, Giorn. di mat Bd. 5 (1867), 
S. 299, 
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vorhanden sind, so lassen sich die Staudtschen 
Konstruktionen und Beweisgänge zunächst für sie 
durchführen und dann auf die unbegrenzten 
Grundgebilde, mittels Hinzunahme der idealen 
Elemente übertragen!). Klein zeigt dies sogar in 
der Weise, daß er nicht mit Geraden und Ebenen, 
sondern allgemeiner mit Kurven und Flächen ope- 
riert, die den für den projektiven Aufbau grund- 
legenden Axiomen des Schneidens und Verbindens 
und der Anordnung genügen. Die zweite notwen- 
dige Ergänzung des Staudtschen Lehrgangs be- 
stand in der axiomatischen Einführung der geo- 
metrischen Stetigkeit und ihrer Beziehung zur 
Irrationalzahl?). Heute, wo uns der Gegensatz 
zwischen der abzählbaren Menge und dem Konti- 
nuum so geläufig ist, wie das Einmaleins, ist: es 
ja evident, daß ein konstruktives Verfahren. 
das mit einer endlichen Zahl von Grundpunkten 
beginnt, nur eine abzählbare Menge von Konstruk- 
tionspunkten liefern kann, und daß daher jeder 
Beweis des Fundamentalsatzes, der nicht durch ein 
Axiom über die Abzählbarkeit hinausführt, ver- 
sagen muß. Klein hat hierzu in seinem zweiten 
Artikel zuerst des näheren Stellung genommen: 
indem er die Forderung aufstellt, daß jede auf 
einem Grundelement erster Stufe vorhanden: 
Reihe unendlich vieler konstruktiver Punkte ein 
Grenzelement bestimmen soll, das dem Gebilde 
angehört und zugleich alle axiomatischen Eigen- 
schaften der Konstruktionspunkte besitzt*). Da- 
mit war die Stetigkeit des Raumes auf projektive: 
trundlage für das damalige mathematische Den- 
ken in der gleichen Weise eingeführt, wie die 
Irrationalzahl von Cantor und Dedekind. Genau 
genommen muß man freilich auch noch das archi- 
medische Axiom voraussetzen, dessen Einführung 
und Bedeutung man erst in späterer Zeit zı 
würdigen gelernt hat!). Nachdem sodann 
noch im Anschluß an Kleins Arbeiten der Beweis 
geführt war, daß die Staudtschen Konstruktions- 
punkte das Elementargebilde überall dicht be- 
decken, war der Beweis des Fundamentalsatzes 
einwandfrei erledigt. Klein selbst hat dafür spä- 
ter noch eine eigene Darstellung gegeben, um 
auch hier dem Bedürfnis nach einfacher und an- 
schanlicher Erfassung möglichst gerecht zu wer- 
den. Sie lehnt sich an die analogen Verhältniss« 
der Modulfigur an und ruht darauf, daß jede 
lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffizien- 
ten einer endlichen Zahl einfachster Substitutio- 


f, 


1) Hierauf wies schon der erste Artikel hin; Bd. 4. 
S. 623. Eine ausführliche Darstellung gab späte 
F. Schur, Math. Ann. Bd. 39, S. 113. 

2) Die oben erwähnte Schrift von Bonola hat auc! 
die vielen elementaren Beweise der Winkelsumme 
daraufhin geprüft, inwiefern sie die Stetigkeit und das 
Axiom des Archimedes benutzen. 

3) Bd. 6, S. 140. In aller Kürze wird die Frage 
auch schon in Bd. 4, S. 582, gestreift. 

4) Vgl. das Kleinsche Gutachten zur ersten Ver- 
teilung des Lobatschefskypreises, abgedruckt in Math. 
Ann. Bd. 50, S. 594. Dehn hat später den Einfluß 
des Axioms auf den Satz über die Winkelsumme er- 
örtert. Math. Ann. 53, S. 405. 
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nen äquivalent ist, für die der Beweis unmittel- 
bare geometrische Durchsichtigkeit besitzt. 

Der analytischen Behandlung der so mit 
Stetigkeit ausgestatteten projektiven Elementar- 
gebilde erster und höherer Stufe stand nun nichts 
mehr im Wege. Die erste Aufgabe war, die oben 
genannte Skala wirklich zu konstruieren; da sie 
erundlegend ist, setze ich die einfache Art, in der 
Klein zu ihr und zum Wert des Abstandes ge- 
langte, hierher. Wählt man auf dem Gebilde 
rster Stufe (also der Geraden oder dem Strahl- 
jüschel) die Fundamentalelemente der linearen 
Substitution als Elemente ı=0 und % 
homogener Koordinaten und setzt 2x,/v2 = 2, so 
sind z=0 und z=©O die Fundamentalelemente, 
ınd die Substitution hat die Gleichung 


& =i2. 


lineare 


Ihre wiederholte Anwendung liefert aus jedem 
Element zı die unbegrenzte Reihe konsekutiver 


Elemente 

En ea oes 
ind es hat das Element, dem der Zahlenwert Anz, 
‘ntspricht, von 2, den ganzzahligen Abstand n. 


Analog ergibt sich, falls a eine rationale Zahl 
st, als Abstand des Elementes %”z, von 2, der 
Wert a, und gemäß dem Stetigkeitsaxiom gilt 


lies nun auch für irrationales a. Damit ist 
Kontinuum entsprechende lückenlose 
Skala hergestellt. Als Entfernung irgend zweier 
Punkte z und 2’ folgt noch (durch Vergleich 
rer Abstände von 2,) der Wert 
log 2'/z: log A=c log 2'/z. 
Der Quotient 2’/z ist aber das Doppelverhältnis 
ler Elemente z’ und z mit den Fundamental- 
lementen z= 0 und z= 00, und das Cayleysche 
Resultat ist gewonnen, und sogar in verallge- 
meinerter Form. Als Maßunterschied zweier 
Elemente eines Grundgebildes erster Stufe ergibt 
ich der mit einer Konstanten multiplizierte 
Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, das sie 
mit dem absoluten Gebilde bestimmen. Die Ver- 
ıllegemeinerung, die in der Konstanten ce liegt, ist 
on wesentlicher Bedeutung; sie erst ermöglichte 
tie große Ausdehnbarkeit der nichteuklidischen 
Denkweise Ein reelles ce liefert die Metrik mit 
‚wei unendlichfernen Elementen, wie sie für die 


ne dem 


tsprade der Lobatschefskyschen Geometrie gilt; 
in imaginäres c die ohne unendlichferne Ele- 


mente, die im Strahlbüschel und Ebenenbüschel 
jeder Geometrie gilt. Die Metrik mit einem un- 
ndlichfernen Element ergibt sich für unendlich 
vroBes c; es bedarf dann noch eines geeigneten 
(renzüberganges, um die Formel in die euklidi- 
sche Abstandsformel überzuführen. Die drei so 
sich ergebenden Fälle hat Klein als hyperbolische, 
elliptische und parabolische Geometrie bezeichnet. 

Die große Bedeutung dieses Tatbestandes 
besteht darin, daß mit ihm auch die Grund- 
lagen für die nichteuklidische Geometrie der Ge- 


biete höherer Stufe bereits geschaffen waren; es 
bedurfte nur der. Ausführung im einzelnen. In 
Kegelschnitt -Cs, im 


ter Ebene hat man einen 





nichteuklidische Geometrie. 
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Bündel einen Kegel K:, im Raum eine Fläche F, 
als absolutes Gebilde zugrunde zu legen... Für 
jede Gerade g liefern dann ihre Schnittpunkte 
mit dem C, oder der F2 das absolute Gebilde der 
auf ihr herrschenden Maßbestimmung; ebenso 
stellt der Schnitt einer Ebene © mit der Fe den 
absoluten C. für diese Ebene, der von einem 
Punkt P an die F, gelegte Tangentialkegel den 
absoluten Ks für das um P herumgelegte Bündel 
dar usw. usw. Einer Bestimmung bedurfte noch 
das Gebiet der eigentlichen Punkte. Es ist da- 


durch festgelegt, daß die Maßbestimmung im 
Büschel und Bündel in allen drei Geometrien 


elliptischer Natur ist; ein Punkt ist also als 
eigentlicher nur dann zulässig, wenn das Paar 
der von ihm an den C2 gelegten Tangenten oder 
der an die Fe gelegte Tangentialkegel imaginär 
ist. Endlich ist noch einigen natürlichen Forde- 
rungen Rechnung zu tragen. An sich führt jede 
Wahl der Konstanten ¢ sowie jede Wahl der 
quadratischen Form Q, die gleich Null gesetzt, 
das absolute Gebilde darstellt, zu einer formal 
möglichen Geometrie. Man wird sie aber nur 
dann als praktisch zulässig ansehen, wenn sie bei 
geeieneter Wahl der Konstanten ec gewisse Reali- 
tätsforderungen erfüllt; z. B. daß reellen und zu- 
gleich eigentlichen Punkten ein reeller Abstands- 
wert zukommt, daß der Maßunterschied zweier 
reellen voneinander verschiedenen E!emente nicht 
Null ist usw. Von dieser Forderung aus ergaben 
sich, genau wie bei Riemann, für jeden R,„ immer 
nur drei mögliche Typen von Geometrien; die 
hyperbolische, die elliptische und die parabolische. 
Die nullteiligen und die ovalen Fs, liefern 
die elliptische und die hyperbolische Geometrie, 
und die Ausartung der F2 in einen doppelt zu 
zählenden C: die parabolische. Ist dieser C2 ins- 
besondere der imaginäre Kugelkreis, so wird die 
parabolische Geometrie zur euklidischen. 

Die Tragweite dieses einfachen Sachverhalts 
war zunächst die, daß von ihm aus viele Einzel- 
sätze der nichteuklidischen Geometrien als Folge- 
rungen von fast unmittelbarer Evidenz erschienen. 
Vor allem aber schlang er um Resultate, bei denen 
vorher gerade ihr gegensätzlicher Charakter als 
bemerkenswert erschienen war, das einigende 
Band und ließ sie als Ausdrücke einer und der- 


selben geometrischen Gesetzmäßigkeit erkennen. 
Zu den Zeiten von Gauß hatte sich noch jeder 
einzelne Bearbeiter nichteuklidischer Probleme 


seinen eigenen Weg gebahnt; damals war es nur 
das Genie eines Gauß gewesen, das die Einzel- 
resultate in die innere Beziehung zu setzen ver- 
mochte, die ihnen zukam. Selbst Beltrami hat 
noch zum Riemannschen Raum positiven Krüm- 
mungsmaßes einen etwas engen Standpunkt ein- 
genommen!t). Es ist auch verständlich, daß die 
im Euklidisehen befangene Anschauung, der 
die Phantasie fehlte, aus ihm projektiv heraus- 
zutreten, zu den einfachen Vorstellungsbildern 
der nichteuklidischen Metrik nicht gelangen 


1) Vgl. S. 293. 
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konnte. Alles dies hat sich mit dem Erscheinen 
von Kleins Arbeiten von Grund aus geändert; sie 
vermochten hier in gleicher Weise den Sonder- 
eharakter der Einzelresultate abzustreifen, wie es 
die projektive Methode lange vorher im Bereich 
jer gewöhnlichen Geometrie getan hatte. Einige 
Beispiele mögen dies darlegen. Man braucht nur 
einen Strahlenbüschel mit einer Geraden oder 
ein Strahlenbündel mit einer Ebene zu schnei- 
jen, und auf sie die elliptische Geometrie des 
Büsche!s oder Bündels sozusagen perspektiv zu 
übertragen, um auf der Geraden und der Ebene 
n unmittelbar anschaulicher Bild der 
elliptischen Metrik zu gewinnen; insbesondere 
iefert noch der Schnitt der Ebene mit dem abso- 
aten Ke des Bündels den absoluten C, der ebenen 
Maßbestimmung. Da die oben genannte Realitits- 
forderung für die Konstante ce im hyperbolischen 
Fall einen reellen, 


Form ein 


im elliptischen einen rein 
maginären Wert bedingt, so wurde die im ele- 
mentaren Lehrgebäude höchstens äußerlich ver- 


ständliche Tatsache, daß die hyperbolische 
Trigonometrie aus der sphärischen durch den 
Übergang von einem reellen zu einem imaginären 
Kugelradius entspringt, mit einem Schlage durch- 
sichtig. Ein weiteres Beispiel bildeten alle Sätze, 
lie Kreise und Kugeln ihre Ausartungen 
betreffen. Kreise stellen sich in allen drei Geo- 
metrien als solche Kurven zweiter Ordnung dar. 
ie mit dem absoluten Co zwei Tangenten gemein 


sowie 


iaben, Kugeln als solche Flächen zweiter Ord- 
nung, die die absolute Fs längs eines ebenen 


Sehnitts berühren. Ebenso durchsichtig wurde 
lie Eigenart der Grenzlinien und Grenzfliichen 
ler Lyperbolischen Geometrie sowie auch die Tat- 
sache, daß die Maßbestimmunge auf ihnen 
holischen Charakter haben muß. Ist sie doch fii 
ieden Kreis und jede Kugel derjenigen perspektiv 
zugeordnet, die in dem Mittelpunkt herrscht, und 
liese geht. wenn der Mittelpunkt ins Unendliche 


para- 


rückt, in die parabolische über. 

Eine grundlegende Bedeutung kam noch der 
Frage nach den nichteuklidischen Bewegungen 
zu. Und das um so mehr, als Helmholtz gezeigt 
hatte, daß man sich auch von den Bewegungen 
ihren Eigenschaften aus einen gangbaren 
Weg zu den nichteuklidischen Theorien bahne 
Kleins projektiver Ausgangspunkt lieferte 
wich in diesem Punkt eine übersichtliche und 
inheitliche Antwort. Daß als Bewegungen nur 
sewisse projektive Transformationen der Ebene 
der des Betracht kommen konnten, 
var evident. Im übrigen mußte das euklidische 
Verhalten wieder als Modell benutzt werden, und 
lie Ideen Erlanger Programms mußten die 
Die Auf- 
gabe, die sich diesem Programm gemäß einstellte. 
war die, die Gruppen projektiver Transformatio- 
nen zu finden, die in jedem einzelnen Fall die 





i 





Kain. 


Raumes in 


des 


Richtlinien der Untersuchung abgeben. 


gruppentheoretische Grundlage der Metrik dar- 
stellen. Der Tatbestand für die euklidische Me- 
trik, von dem auszugehen war, ist andererseits 
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der folgende: Die metrischen Eigenschaften sind 
kovariante Beziehungen zu ‘den absoluten Gebil- 
den; als Operationen, für die die Kovarianz statt- 
findet, kommen die Bewegungen und Umlegungen 
in Betracht; solcher gibt es für die Ebene 00%, 
für den Raum 00®, und jede dieser Bewegungen 
und Umlegungen führt das zugehörige absolute 
Gebilde, also Kreispunkte und Kugelkreis in sich 
über. Die projektiven Transformationen, die in 
den nichteuklidischen Fällen an die Stelle dieser 
Bewegungen und Umlegungen treten, müssen das 
absolute Gebilde gleichfalls in sich überführen. 
Soleher gibt es für einen Cy. ebenfalls 00%, und 
für eine Fy ebenfalls 00%, und damit waren sie 
bereits als die entsprechenden nichteuklidischen 
Gruppen für Ebene und Raum erkannt. In bezug 
auf sie stellt also jede nichteuklidische metrische 
Eigenschaft eine kovariante Beziehung zum ab- 
soluten Gebilde dar. 

Es galt jetzt nur noch, von den Operationen, 
die die absoluten Gebilde in sich überführen, zu 
den zugehörigen Bewegungen und Umlegungen 
für die ganze Ebene, den Bündel und den Raum, 


zu gelangen. Für Ebene und Bündel war die 
lösung unmitte!bar gegeben. Jede projektive 


Transformation, die den absoluten C2 einer Ebene 
in sich überführt, läßt zwei Punkte, P’ 
und P” fest; damit auch ihre Tangenten und 
deren Sehnittpunkt O. Ist der Cs reell, so liegt, 
wie im Euklidischen, eine Bewegung oder Um- 
legung vor, je nachdem jeder der beiden Punkte 
P’ und P” fiir sich fest bleibt, oder beide sich 
gegenseitig vertauschent!). Die ebene Bewegung 
erscheint also unter dem Bilde einer Drehung um 
den Punkt O; in Verallgemeinerung des euklidi- 
schen Hauptsatzes der Kinematik. Jeder Punkt 
bewegt sich auf dem Kreise, der den absoluten 
(, in P’ und P” berührt. 

Von besonderer Eleganz ist die Lösung des 
Problems in dem Fall, daß eine nullteilige F, das 
absolute Gebilde darstellt, die Metrik also von 
elliptischem Charakter ist. Es ist die Geometrie, 
die Cliffords phantasievoller Fläche vom Krüm- 
mungsmaB Null das Leben gab; und diese Fläche 
ist es auch, für die Klein seine Ideen gestaltete. 
Er knüpft dazu an die auf jeder Fz vorhandenen 
Geradenscharen an. Freilich sind sie auf einer 
nullteiligen Fläche imaginär; aber sie sind es in 
einer Weise, die gerade mit ihnen als Hilfsmitte! 
zu den reellen Bewegungen der F2 und des Rau- 
mes führt. Sie dürfen deshalb eine nähere Aus- 
führung beanspruchen. Sieht man zunächst von 
den Realitätsverhältnissen ab, so ist klar, daß 
diese Geraden bei jeder der 00° Kollineationen. 
die die F's fest lassen, ebenfalls in sich übergehen, 
und zwar entweder jede Schar für sich, oder 
wechselweise beide ineinander. Sind % und u die 
Parameter beider Geradenscharen, so entsprechen 


seiner 


1) Im elliptischen Fall kann man Umlegungen und 
Bewegungen nicht unterscheiden. Hierauf wies Study 
hin; Math. Ann. 39, S. 501. 
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die Bewegungen insbesondere denjenigen Substi- 
tutionen, die in den Gleichungen 

—2At+B „_uatbı 

40 Tut, 

ihren Ausdruck finden; ihr einfachster Typus ist 
offenbar derjenige, der nur A oder nur u trans- 
formiert. Wird nur A transformiert, so geht jede 
w-Gerade in sich über; die A-Geraden vertauschen 
sich untereinander, aber so, daß zwei von ihnen, 
lı und ls, fest bleiben, und zwar Punkt für Punkt. 
Die u-Geraden erscheinen also als Strahlen einer 
gewissen Kongruenz, die die Geraden /, und I» 
als Leitlinien besitzt, und es bewegt sich jede 
u-Gerade in sich. Damit ist auch bereits die all- 
gemeine Bewegung des Raumes ersichtlich, die 
dieser Bewegung der F: in sich entspricht; sie 
kann nur eine solche sein, bei der jeder Strahl 
der eben genannten Kongruenz in sich gleitet. 
Die zugehörige projektive Transformation ist also 
eine windschiefe Perspektive. Klein bezeichnet 
sie als Schiebung. Alle Punkte rücken auf ihren 
u-Strahlen um das nämliche Stück @ fort, und 
ebenso dreht sich zugleich jede Ebene um den 
in ihr liegenden u-Strahl um diesen Winkel 9; 
der Sinn dieser Drehung ist bei den A-Strahlen 
und #-Strahlen ein entgegengesetzter. Dies führt 
noch zu der eigenartigen Folgerung, daß man die 
Schiebungen als nichteuklidische Schraubungen 
auffassen kann, für die jeder der 00% Kongruenz- 
strahlen eine Schraubenaxe darstellt. 

Der Reiz dieser einfachen Lösung besteht nun 
insbesondere darin, daß die so eingeführten 
Schiebungen bei den nullteiligen Flächen reell 
ausfallen. Bei ihnen besteht nämlich jede Ge- 
radenschar in Kleinscher Ausdrucksweise aus 
hochimaginären Geraden, da sie ja einen reellen 
Punkt nicht enthalten können; doch so, daß in 
der einzelnen Schar zu jeder Geraden auch ihre 
konjugiert imaginäre auftritt. Dies bewirkt, daß 
die Geraden 1], und Jl. ebenfalls konjugiert 
imaginär sind. Damit ist aber die zugehörige 
Kongruenz, also auch die ihr entsprechende Schie- 
bung als eine reelle erkannt; und es folgt weiter 
noch, daß von den beiden A- und u-Schiebungen 
die eine rechtsgewunden, die andere linksgewun- 
den ist. 

Es ist heute nicht ganz leicht, den außer- 
ordentlichen Eindruck abzuschätzen, den Kleins 
Aufsätze aus den Annalenbänden 4 und 6 aus- 
gelöst haben mögen. Die Zahl der an sie unmittel- 
bar anknüpfenden Arbeiten ist freilich keine 
große; hatte er doch die Einzelfolgerungen für 
Ebene und Raum in der Hauptsache schon selbst 
gezogen. Von jüngeren Gelehrten, die sich sofort 
von seinen Ideen fesseln ließen, und seine Resul- 
tate weiterführten, nenne ich besonders Linde- 
mann!) und d’Ovidio?). Beide dehnten alsbald 
die nichteuklidischen Maßbegriffe auf den Linien- 


X 


1) Math. Ann. Bd. 7 (1873) S. 56. 

2?) Ann. di Mat. (2) Bd. 6 (1873), S. 72. und Math. 
Ann. 12 (1877) S. 403. Hier werden die MaBfunktionen 
des nichteuklidischen Ry eingehender erörtert. 
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raum aus auf der Grundlage, die schon im Er- 
langer Programm enthalten war. Lindemann 
stellte außerdem die Kinematik und die Kräfte- 
lehre auf nichteuklidischer Grundlage dar und 
zeigte, wie die von Chasles, Poinsot und Möbius 
gefundenen Sätze über unendlichkleine Bewegun- 
gen sich sinngemäß nichteuklidisch übertragen. 
Seine Resultate fesseln insbesondere dadurch, 
daß im Nichteuklidischen auch für die Metrik 
eine volle Dualität für Abstand und Winkel be- 
steht. Translation und Rotation sind hier völlig 
gleichwertig; eine Translation ist zugleich eine 
Rotation um ihre Polare bezüglich der absoluten 
F, und umgekehrt. Die analoge Dualität gilt in 
der nichteuklidischen Statik für Einzelkraft und 
Kräftepaart). In den letzten Jahrzehnten hat die 
projektive Auffassung des Nichteuklidischen auch 
auf die Lösung von Einzelproblemen vielfach för- 
dernd eingewirkt. Die Hauptwirkung der Klein- 
schen Arbeiten besteht aber darin, daß sie all- 
mählich das ganze nichteuklidische Denken mit 
projektivem Geist erfüllten; ebenso haben umee- 
kehrt die nichteuklidischen Gedankenkreise be- 
fruchtend auf die projektiven Probleme einge- 
wirkt. Seit geraumer Zeit ist nichteuklidisches 
und projektives Denken zu einer untrennbaren 
Einheit verschmolzen. Probleme von großer 
Tragweite und Fruchtbarkeit sind in den letzten 
Jahrzehnten in diesem Sinne erdacht und gelöst 
worden; es mag genügen, an die schr allgemeinen 
und weittragenden Resultate zu erinnern, die 
Study über den Linienraum und seine nicht- 
euklidischen Eigenschaften gewonnen hat. Sie 
sind durchaus aus der von Klein gestreuten Saat 
erwachsen. 

Einige Einzelfragen, die Klein selbst in den 
Kreis seiner Betrachtung gezogen hat, mögen 
hier noch zu kürzerer Erörterung gelangen: 

1. Ein großer Erfolg des Kleinschen Ansatzes 
war die volle Einordnung der Riemannschen Ge- 
dankengänge in den Rahmen des projektiven 
SchlieBens. Den Riemannschen Ausgangspunkt 
bildet der Zahlenraum und die definite quadrati- 
sche Differentialform, die das Linienelement be- 
stimmt. Da bei Klein gleichfalls eine quadrati- 
sche Form ® als fundamentales Gebilde zugrunde 
liegt, so springt die analytische Gleichartigkeit 
des Ausgangspunktes sofort in die Augen. Die 
Aufgabe war also nur, den Weg zu finden, der 
die innere Übereinstimmung der Problemstellung 
ins Licht setzen konnte. Klein erschuf dazu 
den Begriff der Berührung zweier Maßbe- 
stimmungen. Liegt nämlich irgendeine all- 
gemeine Maßbestimmung vor, so kann man eine 
parabolische so wählen, daß sie in der Umgebung 
eines Punktes P mit der um ihn herum herr- 
schenden infinitesimal übereinstimmt, und diese 
Umgebung ist um so größer, je größer der Wert 
der Konstanten e ist. Dies Verhältnis beider 


1) Einige Anwendungen auf die Dynamik gab Klein 
selbst in seinen autographierten Vorlesungen. 
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Heft 17. 
25. 4. 1919 
Maßbestimmungen nennt Klein eine Berührung 
und die Stärke der Abweichung der allgemeinen 
von der speziellen ihre Krümmung. Bedeutung 
und Berechtigung dieser Begriffe — und das ist 
naturgemäß das Entscheidende — beruhen aber 
darauf, daß als Maß der Krümmung genau der 
Ausdruck des Gaußischen Krümmungsmaßes ein- 
geführt werden konnte. Ein jeder R, kann also, 
je nachdem man in ihm eine hyperbolische, 
elliptische oder parabolische Maßgeometrie zu- 
grunde legt, als Mannigfaltigkeit von konstantem 
negativem, positivem oder verschwindendem 
Krümmungsmaß angesehen werden. Damit war 
zunächst einmal der Anschluß an die Riemann- 
sche Auffassung auf projektiver Grundlage er- 


reicht. Dieses Ergebnis enthielt bereits Kleins 
erster Artikel. Den zweiten Schritt, die volle 
Verschmelzung des Riemannschen Ausgangs- 


punktes mit dem projektiven, brachte das Erlanger 
Programm. Er stützt sich auf die gruppen- 
theoretische Deutung, deren Beltramis Arbeiten 
über die geodätischen Linien der Mt, konstanter 
Krümmung fähig waren. Beltrami hatte zweierlei 


gezeigt. Erstens sind diese geoditischen Linien 
bei geeigneter Wahl der Koordinaten durch 
lineare Gleichungen darstellbar, und zweitens 


finden Bewegungen dieser M, in sich in linearen 
Transformationen dieser Koordinaten ihren ana- 
lytischen Ausdruck. Damit war die Gruppe, die 
die metrische Geometrie der Mannigfaltigkeiten 
konstanter Krümmung stützt, als eine Unter- 
gruppe der Gesamtgruppe aller linearen Trans- 
formationen erkannt, und damit einer Unter- 
gruppe der projektiven Gesamtgruppe ähnlich. 
Da ferner die Cayleysche Maßbestimmung, wie 
oben erwähnt, als Maßbestimmung in einem Raum 
konstanter Krümmung gedeutet werden kann, so 
muß diese Untergruppe auch die nämliche sein, 
die Cayleys projektiver Auffassung der Metrik 
zugrunde liegt. 

2. Beltramis Sätze über die geodätischen 
Linien auf den Flächen konstanter Krümmung & 
ließen diese Linien als gleichwertig mit den Ge- 
raden der Ebene erscheinen. Dies hatte aber in 
einem wichtigen Punkt versagt. Auf der Kugel 
schneiden sich größte Kreise in zwei Punkten; 
ferner laufen durch zwei diametrale Punkte 
unendlich viele von ihnen; Beltrami schien es 
daher nötig, für die elliptische Geometrie Aus- 
nahmen von den Axiomen des Schneidens und 
Verbindens zuzulassen. Dies hat die richtige 
Auffassung längere Zeit behindert. Das Fehlen 
der geodätischen Parallelen auf den Flächen 
R>0O veranlaßte Beltrami diese Flächen 
als Objekte geringeren Interesses anzusehen. Da 
es in jeder Mannigfaltigkeit Dt, vom Kriim- 
mungsmaB §& <0 geodätische Kugeln (Mn»—1) 
von positivem fl gab, so meinte er, die Geometrie 
der Mannigfaltigkeiten & >0 sei in der Geo- 
metrie derer für ® <0 enthalten und bedürfe 
Das war 
Über- 


sogar, 


deshalb keiner eigenen Untersuchung. 
nach 


Riemann, aber vor Klein. Aber der 
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gang vom Beltramischen Bilde zur Sache selbst 
deckte sofort die Quelle des Irrtums auf. Der 
Bündel, als Ort seiner Ebenen und Strahlen, und 
zwar der ungerichteten Vollstrahlen, stellt das 
eigentliche elliptische Grundgebilde zweiter Stufe 
dar; in ihm ist die Geltung der Axiome des 
Schneidens und Verbindens ausnahmslos reali- 
siert. Der Fehler des Beltramischen Bildes ent- 
stand dadurch, daß die Beziehung zwischen den 
durch das Kugelzentrum laufenden Bündel- 
strahlen und den Kugelpunkten eine einzweideu- 
tige ist; um ein eineindeutiges Bild zu erhalten, 
darf man also nur die Halbkugel verwenden. 
Klein hat den Sachverhalt auch noch auf andere 
Weise zu veranschaulichen gewußt; er wies dar- 
auf hin, daß hier dieselben Unterschiede ob- 
walten, wie bei den einseitigen und zweiseitigen 
Flächen. Die Kugel ist eine zweiseitige Fläche, die 
projektive Ebene dagegen, die in dieser Hinsicht 
dem Bündel — als sein eineindeutiges projek- 
tives Abbild — gleichwertig ist, eine einseitige; 
und das gleiche gilt von der hyperbolischen Ebene. 
Man kann aber beide in eine kugelartige zwei- 
seitige Fläche übergehen lassen, indem man sie 
aus einem doppelten Blatt bestehen läßt, und 
dann beide Blätter durch Aufbauschen vonein- 
ander trennt, während sie längs des zugehörigen 
(s verbunden bleiben. 


3. Der Riemannsche Ausspruch, daß die Un- 
begrenztheit des Raumes seine Unendlichkeit nicht 
nach sich zieht, hatte alsbald seine große Wirkung 
auf das mathematische Denken ausgeübt; seine 
natürliche Würdigung fand aber auch er erst, 
als die projektive Auffassung der Dinge das Ver- 
ständnis für ihn erschloB, und den Biischel 
und den Bündel als einfachste elliptische 
Raumformen _ hinstellte. Nachdem es er- 
schlossen war, wurde die elliptische Geo- 
metrie gerade diejenige, die erhöhten Reiz 
auszuüben vermochte; durch die volle Harmonie 
ihres geometrischen Verhaltens, die die Dualität 
nicht nur für die Sätze des Schneidens und Ver- 
bindens, sondern auch für die Metrik im Gefolge 
hat. Dieser Reiz war es sicher auch, der Clifford 
zu seiner berühmten Fläche führte, die er Klein 
1873 vorführte, und für die er Klein mit der 
zleichen Wärme zu erfüllen wußte, die ihn selbst 
beseelte. Die Hauptleistung von Clifford war die, 
daß er dem Begriff paralleler Geraden auch in 
der elliptischen Geometrie eine Existenz schuf 
und damit die Liicke ausfiillte, die Beltrami als 
einen ihrer Mängel empfunden hatte. Er behielt 
vom euklidischen Parallelismus die Eigenschaft 
bei, die metrischer Natur war; nämlich die, daß 


‘ jeder Punkt der einen Parallelen von der anderen 


gleichen Abstand besitzt. Diese Parallelen ge- 
niigten auch dem Satz, daß eine Gerade, die zwei 
von ihnen trifft, gleiche Winkel mit ihnen bildet. 
Mit ihnen hat er seine phantasievoll erdachte 
Fläche erschaffen. Sie ist vom Krümmungsmaß 
Null; auf ihr gilt die ebene Geometrie für ein 
begrenztes Parallelogramm in der Weise, daß 
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man seine Gegenseiten als identisch anzusehen 
hat. 

Cliffords früher Tod hat eine eingehende Dar- 
stellung seiner Resultate verhindert. Das aus- 
führliche Werk von Killing über die nichteuk:idi- 
schen. Raumformen, das 1885 erschien, hatte die 
Fläche nicht erwähnt, und dies veranlaßte Klein, 
alsbald eine eigene Erörterung der Fläche zu 
geben. Er gelangt zu ihr mittels der Schiebungen, 
die oben als die einfachsten Bewegungen des 
elliptischen Raumes auftraten. Die ihnen ent- 
sprechenden Kongruenzstrahlen sind die Clifford- 
schen Parallelen. Im hyperbolischen Fail sind sie 
imaginär, im elliptischen dagegen reell, und das 
bedingt ihre Verwendbarkeit gerade für den Fall, 
daß das absolute Gebilde eine nul:teilige Fläche 
F, ist. Die Cliffordsche Fläche ist eine Regel- 
fläche ®,, die mit Fs ein windschiefes Vierseit 
gemein hat; jede ihrer beiden Geradenscharen be- 
steht aus Cliffordschen Parallelen der einen und 
der andern Art. Die Fläche gestattet daher beide 
Arten von Schiebungen; bei jeder Schiebung sind 
die einen Erzeugenden die Bahnkurven und die 
andern vertauschen sich unter sich. Jedes auf 
ihr gelegene Vierseit spie!t daher völlig die Rolle 
eines ebenen Parallelogramms. Die Zer.egbarkeit 
in lauter unendlichkleine Parallelogramme von 
konstantem Winkel $ und gleichem F-ichen- 
inhalt ergibt unmittelbar, da die Gesamtlänge der 
Geraden den Wert x hat, für ihren Gesamtinhalt 
den endlichen Wert 2? cos g@. 

Von der phantasievollen Eigenart der. Clifford- 
schen Fläche strahlte auch sonst noch erhel.endes 
Licht aus. Es erscheint verständlich, daß man 
die Flächen von konstantem & zunächst als ein- 
fache geschlossene Mannigfaltigkeiten betrachtete 
und meinte, die Beweglichkeit der auf ihnen vor- 
handenen Figuren über die Fläche hin führe auch 
die Flächen als Ganzes in sich über. _ Beides hat 
Irrtum erwiesen. Die Cciffordsche 
Fläche geht als Ganzes nur durch die CO? mög- 
lichen Schiebungen in sich über; andere Be- 
wegungen in sich gestattet sie nieht; insbesondere 
zeigt der Umstand, daß ihre von einem Punkt 
auslaufenden geodätischen Linien teils geschlos- 
sen, teils ungeschlossen sind, daß keine Drehung 
um einen ihrer, Punkte möglich ist. 
liBt.-sich jedes Paralle.ogramm, wie. überhaupt 
jede begrenzte Figur, auf 00® Arten auf ihr ver- 


sich als 


Dagegen 


schieben. Den inneren Grund bilden ihre Zu- 
sammenhangsverhaitmsse. Will man eine Zylin- 


derfliiche auf die Gesamtebene abwickeln, so muß 
man sie mit unendlich vielen B iittern bedecken; 
jedem Blatt entspricht in der Ebene ein Paral- 
lelstreifen. Ganz Analoges gilt fiir die Clifford- 
fläche. Aus ihrer Endlichkeit folgerte schon 
Clifford, daß sie, längs zweier von demselben 
Punkt ausgehender Erzeugenden aufgeschnitten, 
einfach berandet und einfach zusammenhängend 
wird und auf ein Rhombus abgewickelt werden 
kann. Das unendliche Netz, das aus diesem 
Rhombus in der Ebene entsteht, ist dann ein Bild 
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der mit unendlich vielen Blättern bedeckten 
Fläche, und alle diese Blätter gehen wie beim 
Zylinder glatt ineinander über. Die Eigenart 
des e.liptischen Raums besteht aber darin, daß 
das Zurücklaufen der Fläche in sich hier auf 
verschiedene Art möglich ist. Weiter kann man 
aber auch das Rhombus in gewohnter Weise zu 
einer Ringfläche zusammenbiegen und erhält da- 
mit eine neue Veranschaulichung der Zusammen- 
hangsverhältnisse. 

Damit war von selbst ein neues Problem er- 
standen; man hatte die nichteuklidischen singu- 
laritätenfreien Raumformen auf ihren Zusam- 
menhang zu untersuchen. Für die Flächen R >0 
hatte schon Killing ein hierhergehöriges Resultat 
abgeleitet. Reelle Arten — denn nur auf solche 
kommt es an — gibt es nur zwei; sie finden im 
Bündel und in der Kugel ihre einfachsten Ver- 
treter und entsprechen, wie schon erwähnt wurde, 
der einseitigen und zweiseitigen Flächengattung 
Als mögliche zweidimensionale Raumformen 
R — 0 erkannte Klein außer den oben genannten 
zweiseitigen Flächen, nämlich der aus der Clif- 
fordschen Fiäche entstehenden Ringfläche und der 
Zylinderfläche, nur noch eine einseitige; man 
kann eine Ringfläche nämlich so deformieren 
daß sie diese Doppelfläche beiderseits überzieht 
Raumformen <0 existieren dagegen unendlich 
viele. tingfliche und Zylinderfläche entstehen 
aus dem Paral.elogramm und dem Parallelstrei- 
fen der euklidischen Ebene durch Zusammen- 
bieeung und damit aus solchen Flächenstücken, 
die den Fundamentalbereich der doppelt und ein- 
fach periodischen Funktionen bilden. Andere 
Möglichkeiten werden durch die geforderte Zu- 
sammenbiegung ausgeschlossen. Ganz analog ent- 
stehen die Raumformen <0 aus entsprechen- 
den Polygonen der hyperbolischen Ebene, aso aus 
solehen Teilungen der hyperbolischen Ebene in 
kongruente Polygone, die durch unendlich viel 
hen, und 
damit den Fundamentalbereich einer reel] auto- 
morphen Funktion abgeben. Kleins Problemstel- 
lung hatte noch den Erfolg, Killing zur Weiter- 
führung seiner Untersuchungen anzuregen’). Er 
fand, daß es in jedem R, für R >0 und für ge- 
rades n immer nur die zwei Raumformen gibt, 
die für n=2 in der Kugel (dem sphärischen 
Raum) und im Bündel verkörpert sind. Für 
ungerades n gibt es dagegen noch weitere solche 
Raumformen. 

4. Die Beziehung des Nichtevklidischen 
zu den automorphen Funktionen hat sich 
im vorstehenden bereits eingestellt. Klein 
hat auf diese Zusammenhänge als Quelle för- 
dernder Erkenntnis stets mit Wärme und Nach- 
Freilich handelt es sich hier 
in erster Linie um eine Geometrisierung ana- 
lytischer Dinge. Jegliche Geometrisierung dient 
aber nicht nur der allseitigen Durchleuchtung 
eines Problems und der Erkenntnis seines Zu- 


hyperbolische Bewegungen in sich überge 


druck hingewiesen. 


1) Math. Ann. 39 (1891) S. 257. 
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sammenhangs mit den geometrischen Fragen; sie 
bietet oft den Vorteil, dem Lernenden eine be- 
queme Eingangspforte zu öffnen, und kann auch 
vertiefend, problemerzeugend und erfolgfördernd 
wirken. Und so ist es im Gebiet der automorphen 
Funktionen vielfach gewesen. Ihre nahe Bezie- 
hung zur Geometrie Lobatschefskys hatte auch 
Poincaré in seinen ersten Arbeiten schon ge- 
streift!). Das Erlanger Programm zeigt aber, 
daß Klein schon im Beginn seiner Forscher- 
tätigkeit die geometrische Deutung der linearen 
Substitutionen einer komplexen Variabeln auf der 


Kugel bewußt und vollwertig erfaßt hatte; er 
erkannte in ihnen sowohl die Kugeldrehungen, 





wie auch allgemeiner was sich bei dem projek- 
tiren Charakter dieser Dinge direkt ergab — 
die Ausdrücke der nichteuk:idischen Bewegungen, 
die die Kugel in sich überführen?). Jede Teilung 
der Kugel in Bereiche, die bei einer Gruppe von 
solehen Bewegungen in sich übergehen, liefert 
daher eine automorphe Funktion. Die von Fricke 
gegebene Aufzählung der möglichen Fundamen- 
talbereiche im Falle einer endlichen Anzahl er- 
zeugender Operationen ist als ein besonderer Er- 
folg der Kleinschen Ideen anzusehen. Als Er- 
gebnis von besonderem Interesse sei noch er- 
wähnt, wie die einzelnen Gattungen automorpher 
Funktionen den verschiedenen Maßbestimmungen 
entsprechen, die man zugrunde legt. Dazu muß 
daran erinnert werden, daß eine Maßbestimmung 
auf einer Fs nur so möglich ist, daß man sie 
als Teil einer räumlichen Maßbestimmung ein- 
führt, und zwar in der Weise, daß eine Ebene 
des Raumes und ihr Pol P bezüglich der F3 fest- 
bleibt; die im Bündel um P vorhandene Maß- 
bestimmung überträgt sich dann perspektiv auf 
lie Fläche. Je nachdem man nun den Punkt P 
außerhalb, auf oder innerhalb der Kugel wählt, 
wird die auf ihr entstehende Maßbestimmung 
hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch. Der 
elliptische Fall führt auf die Gruppen der rege!- 
mäßigen Körper. Der parabolische Fall führt zu 
den doppelt- und einfach-periodischen Funktionen, 
und der hyperbolische auf die eigentlich auto- 
morphen. Die einfachste Wahl der Ebene ist in 
diesem Fall die, daß man sie eine Durch- 
messerebene sein läßt; das aus ihrem Pol Po 
strahlende orthogonale Parallelstrahlenbündel 
erzeugt dann auf der Kugel die Orthogonalkreise 
des Äquators, und deren Projektionen auf die 
Äquatorebene liefern die Teilungen der reell 
automorphen Funktionen. Um zu den allgemein- 
sten automorphen Funktionen zu gelangen, hat 
man zu der hyperbolischen Maßbestimmung des 
Gesamtraumes überzugehen, die durch die Tei- 
lungen der Kugeloberfläche bedingt ist. 

5. Endlich sei erwähnt, daß Klein auch die 


4)Acta math. Bd. 1, S. 8 (1882) und Bd. 3 (1883) 
S. 56, 

*) Aus dem Gaußischen Nachlaß weiß man jetzt, daß 
die Formel für die Drehungen ihm wohlbekannt war; 
Werke, Bd. 8, S. 355. 
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Relativititstheorie mit nichteuklidischen Auf- 
fassungen in Beziehung gesetzt hat!). Geht man 
von den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z und t 
aus und schreibt in homogener Form 

z = 0/0, yror/r,, 2= ala. t= 2/2, 
so daß »=0 das „Unendlichferne“ der Raum- 
welt darstellt, so hängen neue und alte Mechanik 
mit den zwei ausgearteten quadratischen Formen 
ur tu? +u?=0.und vw? + u,? + us? + u/c = 0 
zusammen, die in Punktkoordinaten durch die 
Gleichungen 

l. 22 +22 + 22=0, ,=0, 2,=0, 

Il, 22 +72 +22 +2?=0, 7, =0 
dargestellt sind. Ihre Invariantentheorie und die 
Bestimmung der Gruppe der linearen Transfor- 
mationen, die die Gleichungen I und II und zu- 
gleich die Maßunterschiede unverändert lassen, ist 
dann kurzgesprochen die gruppentheoretische 
Grundlage der alten und der neuen Mechanik. 
Die Bestimmung dieser Gruppen liefert in der 
Tat das physikalisch geforderte Ergebnis und da- 
mit die Einordnung der klassischen und der 
modernen Mechanik in das Schema der projek- 
tiven Maßbestimmung für die vierdimensionale 
Raumwelt. 

Bald 50 Jahre sind vergangen, seitdem die 
Weit die Einwirkung von Kleins nichteuklidischen 
Jdeen an sich erfahren hat. Eine neue Gene- 
ration in Wissenschaft und Schule ist seitdem 
herangewachsen. Die Wissenschaft hat sich all- 





mählich ganz mit dem Gehalt dieser Ideen 
erfüllt; aber auch Lehrerschaft und Schule 
haben inzwischen seines Geistes einen Hauch 


verspürt. Angriffe, wie sie vor einigen Jahr- 
zehnten von seiten einzelner Kreise gegen die 
mathematische „Afterweisheit“ gerichtet wurden, 
sind heute verstummt. Daß sehen kann, wer 
sehen mag, bedarf keiner Bekräftigung; wichtiger 
ist und erfreulicher für die Wissenschaft, wie 
für Klein selbst, daß die große Mehrzahl derer, 
die dazu berufen sind, auch sehen wollen. Dem 
ruhigen Beschauer, der an den Sieg der Vernunft 
glaubt, die in den Dingen steckt, kann der fort- 


schreitende Entwicklungsgang nicht zweifelhaft 
sein. Möge dieses Bewußtsein dem Lebensabend 


dessen, der sein ganzes Leben hindurch auch für 
Reform und Hebung des Unterrichts fördernd und 
klärend eingetreten ist, einer seiner freundlichen 
Begleiter sein. 


Die Bedeutung des Erlanger 
Programms. 
Von Prof. Dr. C. Caratheodory, Berlin. 
1. Das 19. Jahrhundert kann in gewisser Hin- 
sicht als das Jahrhundert der Geometrie bezeich- 
net werden, weil sich damals die reine Geometrie, 


1) Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 19 (1910), 
S. 281. Vgl. auch noch eine neuere Bemerkung in 
Bd. 27, Abteilung 2, S. 43, die an den Gedanken an- 
schließt, die Raumwelt als Mannigfaltigkeit P>0 
zugrunde zu legen. 
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die mehrere -Generationen vernachlässigt worden 
war, plötzlich zur höchsten Blüte entfaltete. Die 
Bewegung geht von Monge aus und hängt mit der 
französischen Revolution zusammen, die nicht nur 
liesen Geometer von dem Zwange befreite, die 
darstellend-geometrischen Methoden, die er schon 
längst ersonnen hatte, als militärisches Geheimnis 
zu hüten, sondern auch die Ecole Polytechnique 
eründete, aus der — trotz ihres praktischen 
Zweckes — soviele Mathematiker ersten Ranges 
hervorgegangen sind. 

Die Früchte des vielseitigen Unterrichts von 
Vonge ließen nicht auf sich warten; wir verdan- 
ken einerseits seinem Einflusse die allmähliche 
Entwicklung des Dualitätsprinzips und die pro- 
jektire Geometrie, die Poncelet in den Jahren 
ler Kriegsgefangenschaft an der Wolga nach dem 
unglücklichen russischen Feldzuge Napoleons ge- 
schaffen hat, während andererseits das Buch von 
Monge selbst „Feuilles d’analyse appliquée a la 
véométrie* (1795) die Grundlage zur späteren 
Flichentheorie bildete. 

Die Pflege der Geometrie verbreitete sich mit 
zroßer Schnelligkeit über ganz Europa, vor allem 
in Deutschland, wo Möbius (1827), Plücker (ca. 
1834), Steiner (ca. 1833), v. Staudt (1847), Kum- 
mer, um nur diese zu nennen, in kurzer Aufein- 
anderfolge die projektiven Koordinaten, die syn- 
thetische Geometrie, die Liniengeometrie, die 
Kreis- und Kugelgeometrie, die Theorie der alge- 
braischen Flächen und noch anderes mehr ent- 
weder begründet oder in hohem Maße gefördert 
haben. 

Eine zweite, von der ersten unabhängige Welle 
geht von Gauf aus, der in seiner Arbeit „Dis- 
quisitiones generales circa superficies curvas“ 
(1827) die eigentliche Flächentheorie begründet 
hat. Diese Arbeit bildet außerdem die Grundlage 
zu den Untersuchungen von Riemann (1854, 1861) 
über die Krümmung der Räume, die heute in der 
Pinsteinschen Gravitationstheorie eine so groBe 
Rolle spielen, 

Im Jahre 1829 wurde ferner von Lobatschews- 
ky und kurz darauf (1832) von J. Bolyai die 
nicht-Euklidische Geometrie entdeckt und, indem 
die Unabhängigkeit des Parallelenaxioms von den 
übrigen geometrischen Axiomen allen Mathe- 
matikern klar wurde, ein Problem gelöst, das seit 
dem Altertum berühmt wart). Gauf und beson- 
ders Riemann, der in den schon erwähnten Ar- 
beiten eine zweite Art nicht-Euklidischer Geo- 
metrie entdeckte, sind in diesem Zusammenhange 
auch zu nennen. 

Als vierten Hauptpunkt muß man die Qua- 
ternionentheorie Hamiltons (1843) nennen, die 
eine Invariantentheorie der Bewegungen des 
Euklidischen Raumes enthält, ‘und die  Aus- 


1) Ein. lückenloser Beweis dieser Unabhängigkeit 


ist erst. viel später erfolgt, wohl zuerst durch’ die 
Untersuchungen von Beltrami über Flächen konstanter 
Krümmung (1869) und vor allem durch die weiter unten 
erwähnten Arbeiten von Klein. 
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dehnungslehre Graßmanns (1844, 1865), in der 
zum ersten Male die Geometrie der mehrdimensio- 
nalen Räume begründet wird. 

In den Jahren 1850—1870 entwickelten sich 
außerdem die algebraischen Methoden der In- 
variantentheorie, die man als den eigentlichen 
Schlüssel der modernen analytischen Geometrie 
ansehen muß, unter den Händen von Cayley, Syl- 
vester, Aronhold, Clebsch und vielen anderen und 
bildeten. allmählich eine umfangreiche Disziplin. 

Endlich kann man die Analysis Situs nicht 
unerwähnt lassen, d. h. denjenigen Teil der Geo- 
metrie, der den Zusammenhang der geometrischen 
Figuren unabhängig von ihrer Gestalt erforscht, 
und der im Keime schon bei Euler zu finden ist, 
aber erst durch die Arbeiten von Listing (1847), 
Möbius (1863) und vor allem durch die funktio- 
nentheoretischen Gedanken Riemanns (1851, 
1857) eine Wissenschaft für sich geworden ist. 

2. Am Anfang der siebziger Jahre hatte sich 
also die Geometrie nach so vielen, scheinbar ein- 
ander ganz fremden Richtungen entwickelt, daß 
es schien, sie könnte in mehrere getrennte Zweige 
zerfallen, um so mehr, als die Spezialisten sich 
vielfach bemühten, überall zwischen den ver- 
schiedenen Gebieten trennende Mauern zu errich- 
ten. 

Um so berechtigteres Aufsehen erweckte der 
Aufsatz von F. Klein „Vergleichende Betrach- 
tungen über neuere geometrische Forschungen“, 
der zuerst ‘als Programm zum Eintritt in die 
philosophische Fakultät zu Erlangen im Jahre 
1872 erschien*), und in dem auf dem einfachsten 
Wege, fast spielend, ein gemeinsames Band um 
sämtliche Arten von Geometrien geschlungen 
wurde und noch dazu zum ersten Male die Frage 
„Was ist eine Geometrie?“ zugleich gestellt und 
beantwortet wird, 

Diesen großen Erfo'g verdankte Klein dem 
glücklichen Gedanken, die Idee der Gruppe an die 
Spitze seiner Überlegungen zu stellen. Der ab- 


strakte Begriff einer Gruppe ist verhältnis- 
mäßig neueren. Datums?). Er wurde durch 


1) Wiedergedruckt in den Mathematischen Annalen 
Dd. 43 p. 63 (1893), außerdem in italienischer und 
französischer Übersetzung in den Annali di Matematica 
(2) t. 17 (1890), Annales de l’Ecole Normale (3) t. 8 
(1891). 

2) Eine Gesamtheit von geometrischen Operationen 
bildet eine Gruppe, wenn sie alle Operationen enthält, 
die entstehen, wenn man zwei beliebige unter den ge- 
gebenen Operationen hintereinander ausführt, und 
wenn sie zugleich mit jeder Operation auch ihre In- 
verse enthält, 

Man macht sich mit dem Begriff der Gruppe am 
besten durch möglichst einfache Beispiele vertraut. Be- 
trachten wir z. B. Drehungen um einen Punkt der 
Ebene; die zwei Drehungen um 90° und 180° bilden 
keine Gruppe, weil man, wenn man sie hintereinander 
ausführt, eine dritte, von den beiden ersten verschiedene, 
Drehung um 270° erhält. Dagegen bilden die vier 
Drehungen um 0 °, 90°, 180° und 270° eine Gruppe. 
Die beiden Drehungen um 90° und 270° sind jede zu 
der anderen invers; wenn man sie nacheinander aus- 
führt, kehrt nämlich jeder Punkt in seine urspriing- 
liche Lage zurück, sie ergeben bei Zusammensetzung 
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Lagrange (1770) und vor allem Galois (1832) bei 
ihren Untersuchungen über algebraische Gleichun- 
gen geprägt, und erst später, z. B. durch C. Jor- 
dan (1868), auch auf das geometrische Gebiet 
übertragen. Man kann andererseits aber wohl 
sagen, daß jeder Geometer, von Euklid ab, der die 
Bewegungsgruppe des Raumes am Anfang seines 
ersten Buches wiederholt benutzt, in seinem 
Unterbewußtsein mit der einen oder anderen 
Gruppe operiert hat. Dies ist z. B. bei Möbius in 
hohem Maße der Fall gewesen. 

Für Klein aber ist die Gruppe nicht bloß ein 
Instrument, um neue Sätze zu finden, sondern 
sie bildet das wahre Wesen der Geometrie. Eine 
Geometrie entsteht erst, wenn man neben der 
räumlich ausgedehnten Mannigfaltigkeit noch eine 
Gruppe von Transformationen dieser Mannig- 
faltigkeit in sich vorgibt; und jeder Gruppe ent- 
spricht eine besondere Geometrie. 

So wurde mit einem Schlage der Unterschied 
klar, der zwischen den verschiedenen Geometrien, 
die sich sozusagen zufällig entwickelt hatten, be- 
steht, und zugleich ein Mittel gegeben, um alle 
möglichen Geometrien systematisch aufzustellen 
und zu untersuchen. Genau so, wie wenn die 
Sonne durch die Wolken bricht und alle Gegen- 
stände einer weiten Landschaft plötzlich beleuch- 
tet, wurden viele Beziehungen sichtbar, die zwi- 
schen den verschiedenen Theorien bestehen und 
bis dahin mit wenigen Ausnahmen unbemerkt 
geblieben waren. Es ist nicht möglich, den Ge- 
lanken von Klein knapper und besser darzustel- 
len und ihn mit vielseitigeren Beispielen zu be- 
leben, als er es selbst in seiner Abhandlung getan 
hat. Man muß die Schrift selbst lesen, die heute, 
nach fast fünfzig Jahren, ebenso fesselnd 
und frisch wirkt, wie am ersten Tage ihres 
Erscheinens. 

Klein war nur dreiundzwanzig Jahre alt, als 
er die „Vergleichenden Betrachtungen“ veröffent- 
lichte; aber er hatte schon Gelegenheit gehabt, 
mit den meisten unter den besten Geometern 
seiner Zeit in Berührung zu kommen. Er war 


die Drehung um 0°, die Identität. Ebeuso sind die 
Drehungen um 0° und 180° sich selbst invers. Ähn- 
lich sieht man, daß die Gesamtheit aller möglichen 
Drehungen um einen festen Punkt der Ebene eine 
Gruppe bilden. Die zuerst betrachtete Gruppe, die nur 
ius einem Teil der Operationen der zweiten Gruppe be- 
steht, nennt man eine Untergruppe dieser. 

Die Translationen der Ebene (oder des Raumes) 
bilden ebenfalls eine Gruppe, weil zwei Translationen 
hintereinander ausgeführt wiederum eine Translation 
ergeben. Die Inverse einer beliebigen Translation ist 
wieder eine Translation, welche dieselbe Richtung, den 
selben Betrag und den entgegengesetzten Sinn hat. 

Ich erwähne noch einige geometrische Gruppen: die 
Gesamtheit der Bewegungen des Raumes, die eine 
Ebene, oder eine gerade Linie, oder eine Schrauben- 
linie, oder eine Kugel, oder einen der fünf regulären 
Körper mit sich zur Deckung bringen. Die Gesamtheit 
der: Transformationen der Ebene, die gerade Linien in 
gerade Linien überführen, oder die — wie die Trans- 
iormation durch reziproke Radien — jeden Kreis uud 
jede Gerade entweder in einen Kreis oder in eine 
gerade Linie transformiert. 
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in Bonn Assistent von Plücker gewesen, hatte in 
Göttingen intim mit Clebsch verkehrt und war in 
der Zwischenzeit im Winter 1870 mit seinem 
Jugendfreunde S, Lie in Paris gewesen, wo er 
C, Jordan kennen lernte und ganz besonders mit 
G. Darboux lebhafte Beziehungen anknüpfte, di 
der damalige Krieg nur für kurze Zeit unter- 
brach. So kam es, daß er trotz seiner. Jugend in 
der Lage war, das Erlanger Programm zu ver- 
fassen, ein Programm im wahren Sinne des 
Wortes, das von seinem Autor einen vollständigen 
Überblick über die gesamte Geometrie seiner Zeit 
erforderte. 

Im Erlanger Programm ist zum erstenmal eine 
Tendenz zutage getreten, die später für alle Ar- 
beiten Kleins maßgebend geworden ist, und die 
darin bestand, den Zusammenhang entfernt lie- 
gender Gebiete aufzudecken und auf diese Weise 
neue fruchtbare Forschungsmöglichkeiten zu 
schaffen. Dadurch hat Klein mehr als irgend ein 
anderer im Gebiete der Mathematik dazu beige- 
tragen, die Gefahren der durch eine zu große 
Spezialisierung hervorgerufenen Zersplitterung 
der Wissenschaft zu überwinden. 

Auch war es kein reiner Zufall, daß Klein in 
seiner Schrift dem Begriff der Gruppe eine so 
maßgebende Rolle zuschrieb. Hatte er doch schon 
sehr früh im wechselseitigen Verkehr, mit Zi: 
die fundamentale Bedeutung der Gruppentheorie 
für die gesamte Mathematik eingesehen, eine 
Überzeugung, die während des Pariser Aufenthal- 
tes der beiden Freunde nur bekräftigt werden 
konnte, da auch dort z. B. C. Jordan die letzte 
Hand an sein ,,Traité des Substitutions“ legte, 
das erste Lehrbuch über die Theorie endlicher 
Gruppen. 

3. Das Erlanger Programm enthält aber noch 
mehr als diesen einen Hauptgedanken, durch den 
die Bedeutung der Gruppe für die Geometrie 
festgelegt worden ist. Plücker hatte nämlich ge- 
lehrt, wie man nicht nur die Punkte, sondern be- 
liebige algebraische Gebilde durch endlich viele 
„Koordinaten“ charakterisieren und daher als Ele- 
mente des Raumes auffassen. kann. 

Transformationen des 
auch, wie Klein be- 
Transformationen 
alzebraischen Figuren unter sich 
angesehen werden und erzeugt daher nach 
Kleins Prinzip eine bestimmte Geometrie dieser 
Nun kann es vorkommen, daß mehrer: 
Geometrien 


Eine Gruppe von 
Raumes kann aber 
merkte, als Gruppe von 


solcher 


Figuren. 
auf diese Weise gebildete 
Gruppe besitzen und daher selbst übereinstimmen. 


diesell ur 


Hierdurch wurde auf die bereits bekannten 
Übertragungsprinzipien, insbesondere auf den vor 
kurzem durch Lie entdeckten Zusammenhang 
zwischen Linien- und Kugelgeometrie ein neues 
Licht geworfen und zugleich für die Aufstellung 
neuer Ubertragungsprinzipien. eine einheitliche 
Grundlage geschaffen. Von diesem Gedanken, der 
sich auch später in vielen Arbeiten von jüngeren 
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Geometern als fruchtbar erwiesen hat, hat Klein 
eine Reihe von wichtigen Anwendungen gemacht. 

Die Art z. B., wie er die nicht-Euklidische 
Geometrie, zum Teil schon vor dem Erlanger Pro- 
gramm, behandelt hat, beruht auf diesem Ab- 
bildungsprinzip. Klein hat gefunden, daß man 
das Innere einer Kügel als Lobatschewskyschen 
nicht-Euklidischen Raum deuten kann, wenn man 
die Gruppe derjenigen projektiven Transforma- 
tionen des Raumes, die die Kugel in sich trans- 
formieren, den Betrachtungen zugrunde legt. 
Ähnlich hat er den elliptischen nicht-Euklidischen 
Raum mit Hilfe einer imaginären Kugel reali- 
siert. 

Noch bekannter ist die Figur, in der die nicht- 
Euklidische Ebene durch eine Halbebene darge- 
stellt wird, wobei das Bild der geraden Linien 
lHa!bkreise sind, die den Rand der Halbebene 
senkrecht schneiden und die Winkel in ihrer ge- 
wöhnlichen Bedeutung erhalten bleiben. Diese 
Figur spielt ja in der Theorie der automorphen 
Funktionen eine große Rolle, der Klein viele 
seiner wichtigsten und schönsten Arbeiten ge- 
widmet hat und die — wenigstens durch die sub- 
tektive Weiterentwicklung der Gedanken Kleins 

mit dem Erlanger Programm zusammenhängen 
und deshalb hier auch erwähnt sein mögen. 

4. Später hat Klein wiederholt betont, daß die 
Ideen des Erlanger Programms auch als oberstes 
Einteilungsprinzip für die Mechanik genommen 
werden müssen. Zunächst hat er gezeigt, wie man 
die Mechanik des starren Körpers von diesem 
Standpunkte aus behandeln kannt). Dann aber 
hat die Relativitätstheorie und die neue Einstein- 
sche Gravitationstheorie ihm 
geben, die fundamentale Rolle, welche gerade hier 
die Gruppe, ganz im Sinne seines Erlanger Pro- 
gramms spielt, zu untersuchen?). 

In der klassischen Mechanik muß man nämlich 
die zehngliedrige Gruppe zugrunde legen, die man 
erhält, wenn man die gleichförmigen Translatio- 
nen des Raumes (3 Parameter), die orthogonalen 
Transformationen des Koordinatenkreuzes (6 Para- 
meter) und die Ersetzung der Zeit ¢ durch (t + Ah) 
miteinander kombiniert. In der Elektrizitits- 
theorie dagegen (und überhaupt bei allen Er 
scheinungen, bei denen die Lichtgeschwindigkeit 
als endlich angesehen wird) muß man diese 
Gruppe, die man die Galileische genannt hat, 
durch die Gruppe der Lorentztransformationen 
ersetzen, die ebenfalls zehnparametrig ist und aus 


neuen Anlaß ge- 


ı) Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball 
(Ztschr. f. Mathem. u. Phys. Bd. 47 (1902); Wieder- 
abdruck mit einem Zusatz i. d. Math. Ann. Bd. 62 
(1906, S. 419). 

2) Uber die geometrischen Grundlagen der Lorentz- 
gruppe (Jahresber. d. deutsch. Mathematikervereini- 
gung Bd. 19, 1910). 

Über die Differentialgesetze für die Erhaltung von 
Impuls und Energie in der Einsteinschen Gravitations- 
theorie (Gött. Nachr. 1918). 

Über die Integralform der Erhaltungssätze und die 
Theorie der räumlich geschlossenen Welt (Gött. Nachr. 


1918) 








Die Natur- 
wissenschaiten 





der man die erste durch einen Grenzprozeß ge- 
winnen kann. In der Einsteinschen Gravitations- 
theorie wieder sind es die ree!len eineindeutigen 
Transformationen der vierdimensionalen Welt, 
die man betrachten muß!®). 

Hieraus sieht man, wie sich der ursprüngliche 
Geltungsbereich der Kleinschen Ideen erweitert 
hat durch das Hinzukommen von Fragestellun- 
gen, die zur Zeit ihres Entstehens noch gar nicht 
existierten und für welche die Wissenschaft 
nieht einmal reif war, und das ist gerade ein 


Prüfstein für die Tragweite des Fortschritts, der 


st. 


durch das Er!anger Programm erzielt worden 


Klein, Riemann 
und die mathematische Physik. 


Von Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. A. Sommerfeld, 
München. 


Als ich Oktober 1893 nach Göttingen kam, 
war die erste Vorlesung, die ich bei Klein hörte, 
ine solehe über die Riemannsche P-Funktion. 
Wie alle Vorlesungen von Klein, war sie glänzend 
durchgearbeitet und von plastischem Vortrag. 
Klein konnte, was nur wenige Dozenten wagen 
liirfen, die Zusammenfassung des Vorgetragenen 
seinen Hörern mehrmals in jeder Stunde in die 
Feder diktieren, ohne den Anschein der Pedante- 
rie hervorzurufen und ohne sich zu wiederholen. 
Er konnte dies, weil seine Zusammenfassung dem 
Gedanken stets eine neue zugespitzte Form gab. 
Dem Gedanken, nicht der Rechnung. Die Rech- 
nung spielt in Kleins Vorlesungen eine ganz 
nebensächliche Rolle. Das war einer der Punkte, 
in denen er sich mit Riemanns Denkweise be- 
Die Definition der Funktionen aus ihren 
Eigenschaften, unabhängig von ihrer formalen 
Darstellung, die Formel nicht als Grundlage, 
sondern als Ausfluß der mathematischen Erkennt- 
nis! Wir lernten in jener Vorlesung diesen Geist 
der Riemannschen und Kleinschen Funktionen- 
theorie an dem Beispiel der hypergeometrischen 
Funktion kennen. Das hinreißende Temperament 
von Klein, das wohl in seiner rheinischen Heimat 
wurzelt, verstand es, diesen Geist der Mathematik 
uns vor Augen zu stellen und damit Riemanns 
Geist neu zu beleben. 

Klein hat auf der Wiener Naturforscher-Gesell- 
schaft 1894, als er nach dem Tode von Helmholtz 
an dessen Stelle als Vortragender der Allgemeinen 
Sitzung sprach, das Thema gewählt: Riemann und 
seine Bedeutung für die Entwicklung der mo- 
dernen Mathematik. Hier leitet er die besondere 
Kraft der Riemannschen Methode aus ihrer 
Durehtränkung mit der Denkweise der mathe- 
matischen Physik her. „Wie die einzelne Er- 
scheinung im Gebiete der Physik von der Anord- 
nung der Versuchsbedingungen abhängt, so indi- 


rührte, 


1) Das letzte ist nicht ganz genau, weil im Un- 
endlichen Nebenbedingungen hinzukommen, die noch 
nicht vollständig erforscht sind. 
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vidualisiert Riemann seine Funktionen durch die 
besonderen Grenzbedingungen, die er ihnen auf- 
erlegt.“ „Was in der Physik die Verbannung der 
Fernwirkungen, die Erklärung der Erscheinungen 
durch die inneren Kräfte eines raumerfüllenden 
Äthers ist, das ist in der Mathematik das Ver- 
ständnis der Funktionen aus ihrem Verhalten im 


Unendlich-Kleinen, insbesondere aus den Diffe- 
rentialgleichungen, denen sie genügen.“ „Rie- 


mann im Gebiete der Mathematik und Faraday 
im Gebiete der Physik stehen parallel.“ 

Am unmittelbarsten kommt Riemanns mathe- 
matisch-physikalische Richtung zum Ausdruck in 
seiner Dissertation (1851) über die Grundlegung 
der Funktionentheorie. Sie ist eine Potential- 
theorie in zwei Dimensionen; der Greensche Satz 
bildet die natiirliche reelle Vorstufe zum Cauchy- 
schen Satz. Die Riemannschen Differential- 
bedingungen zwischen dem reellen und imaginären 
Teil der komplexen Funktion sind Bedingun- 
gen für die wirbelfreie Strömung einer inkompres- 
siblen Flüssigkeit. 

Was Riemann hier zum Teil nur verhüllt aus- 
gesprochen hat, zog Klein 1881 in seiner Vor- 
lesung und Schrift „Über Riemanns Theorie der 
algebraischen Funktionen und ihrer Integrale“ 
sowie in seiner daran anschließenden, weiter aus- 
geführten Vorlesung über Rie- 
mannsche Flächen ans Licht. Die Idee der Rie- 
mannschen Fläche, die Riemann in seiner Disser- 
tation einführt und durch eine Andeutung am 
Schlusse derselben erweitert, bildet Klein zur Vor- 
stellung der geschlossenen „Klein-Riemannschen 
Fläche“ aus. So wie die komplexe Ebene funk 
tionentheoretisch am besten durch die Kugel er- 
setzt wird, läßt sich eine verzweigte Riemannsche 


autographierten 


Ebene von höherem Geschlecht ersetzen durch 
eine geschlossene singularitätenfreie räumlich« 
Fläche von mehrfachem Zusammenhange. Diese 


Fläche wird gleichmäßig mit leitender Masse be- 


legt gedacht und bildet einen Konduktor für 
elektrische Strömung. Die auf der Fläche ein- 


deutigen Potentiale bilden die Bausteine für die 
Theorie der algebraischen Funktionen der Fläche 
und ihrer Integrale. Die Unstetigkeitspunkte der 
Potentiale sind die Quellen und Senken der Strö- 
mung; es sind zugleich die Punkte, in denen die 


Elektroden als Stromzu- und -abführung an den 
Konduktor ge'egt zu denken sind. Indem man 


unendlich viele Elektroden transversal längs eines 
Rückkehrschnittes der Fläche aneinander reiht. 
erhält man als Potentiale die überall endlichen 
Integrale der Fläche (Integrale der ersten Gat- 
tung). Integrale zweiter und dritter Gattung er 
geben sich bei punktförmigen zusammenfallenden 
oder getrennten Elektroden; die auf der Fläche 
eindeutigen Funktionen, die algebraischen Funk- 
tionen des Gebildes, werden als Sonderfall aus 
den Potentialfunktionen aufgebaut. 


Es ist nicht eigentlich mathematische Physik. 
was hier getrieben wird, sondern 
Mathematik. 


physikalische 


Nicht die Mathematik steht im 
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Dienste physikalischer Interessen und Probleme, 
sondern die Physik leitet und beflügelt den mathe- 
matischen Gedanken. Daß die Physik hierzu be- 
fähigt und berufen sei, hat Klein seinen Schü- 
lern oft und eindringlich eingeprägt. 

Die Riemannsche Dissertation war seinen ma- 
thematischen Zeitgenossen zunächst fremdartig; 
sie wurde wohl gelegentlich das Buch mit den 
sieben Siegeln genannt. Daß sie der physika- 
lischen Denkweise näher lag als der mathemati- 
schen, dafür zeugt eine Erzählung meines ein- 
stigen ehrwürdigen Aachener Kollegen Wüllner. 
Ir war (wenn ich nicht irre in den sechziger 
Jahren) in den Sommerferien mit Helmholiz und 
Weierstraß auf dem Rigi zusammen. Weierstraß 
hatte die Riemannsche Dissertation mitgenommen, 
um diese ihm schwer verständliche Lektüre in der 
Ferienruhe zu bewältigen. Helmholtz aber wun- 
derte sich über die Schwierigkeiten, die der Fach- 
mathematiker bei Riemann vorfand; für ihn war 
Riemanns Darstellung unmittelbar einleuchtend. 

Klein stand ebenso wie Riemann dem physi- 
kalischen Denken nahe. Sein eigentlicher Lehrer 
Plücker war Mathematiker und beobachtender 
Physiker zugleich, und Klein war sein Labora- 
toriumsassistent. Kleins erste Vorlesung als Pri- 
vatdozent in galt dem Satz von der 
Erhaltung der Energie. Die übernommene Pflicht. 
Plückers Liniengeometrie nach dessen Tode her- 
auszugeben, hielt ihn zunächst von weiterer phy- 
sikalischer Betätigung ab, und als er nach Er- 
ledigung dieser Arbeit daran gehen wollte, sich 
energischer mit Physik zu beschäftigen, wurde er 
Ordinarius der Mathematik in Erlangen. Trotz- 
dem blieb er mit der Entwicklung auf physika- 
lischem Gebiete in Fühlung. Früher als die 
meisten deutschen Physiker (Helmholtz natürlich 
ausgenommen) erkannte er die Bedeutung der 
Maxwellschen Theorie und brach für zumal 
gegenüber seinen Leipziger physikalischen Kolle- 


Göttingen 


Sie, 


gen, eine Lanze. Besonders nahe stand ihm 
W. Thomsons intuitive Erfassung der Mechanik 
und Mathematik. 

Unvergeßlich werden mir die ersten Bespre- 
chungen sein, zu denen Klein mich bei Beginn 
meines Göttinger Aufenthaltes einlud. Er sah 


ja, als richtiger „Romantiker“ der Wissenschaft, 
einen Hauptteil seiner Tätigkeit darin, jüngere 
Kräfte an die Wissenschaft und an sich heranzu- 
Ich kam mit allerlei Ansätzen zur Be- 
handlung physikalischer Differentialgleichungen 
nach Göttingen. Er ließ sich alles, was ich plante, 
gern auseinandersetzen und rückte es in den all- 
gemeinen Zusammenhang der mathematischen 
Literatur und seiner zusammenfassenden An- 
schauungen. In den Vorlesungen über Potential- 
theorie und physikalische Differentialgleichungen, 
die Klein kurz zuvor gehalten hatte und deren 
Ausarbeitungen im mathematischen Lesezimmer 
jedermann zugänglich waren, fand ich wesentliche 
Teile meiner Pläne bereits ausgeführt vor, so das 
Voranste!len charakteristischen Haupt- 


ziehen. 


einer 
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funktion für die verschiedenen physikalischen 
Differentialgleichungen und die Übertragung der 
Greenschen Methoden von der Potentialtheorie auf 
die anderen Gebiete der Physik. Klein hatte die 
Abendstunden von 6—8 Uhr in der Regel solchen 
Besprechungen vorbehalten; an mich kam anfangs 
fast in jeder Woche einmal die Reihe. Jedesmal 
war am Schluß der Besprechung der Tisch mit 
einer Menge Bücher bedeckt, in denen er den all- 
gemeinen Zusammenhang meiner Einzelprobleme 
mit der mathematischen Literatur aufgezeigt 
hatte. 

Auch während meiner zweijährigen Assisten- 
tenzeit bei Klein und während späterer gemein- 
samer Arbeiten habe ich Klein außerordentlich 
viel zu danken gehabt. Ich habe es stets lebhaft 
empfunden, daß die Kleinsche Auffassung der 
Mathematik, die Betonung der geometrischen Evi- 
denz gegenüber der einseitigen Hervorkehrung 
des rein Logischen und Algorithmischen, gerade 
für die Handhabung der mathematischen Anwen- 
dungen in Mechanik und Physik die richtige 
Schulung gibt. Schon allein seine Warnungen vor 
der übertriebenen Ängstlichkeit gegenüber Kon- 
vergenzfragen und sein grundsätzlicher Optimis- 
mus bezüglich der Zulänglichkeit der mathema- 
tischen Hilfsmittel und ihrer Anpassungsfähig- 
keit an die Erfordernisse der Naturwissenschaf- 
ten befreien den auf die Anwendungen Gerichteten 
von den Hemmungen der Schulmeinung und be- 
stärken ihn in zuversichtlichem Schaffen. Kleins 
Mathematik ist mehr ein Schauen, als ein Grü- 
beln und Zerlegen. Und das muß die Mathematik 
in der Tat sein, wenn sie in den Anwendungen 
ihre ganze Kraft entfalten soll. 

Einen Niederschlag der Kleinschen Vorlesun- 
gen über mathematische Physik bilden die Bücher 
von Böcher über die Reihenentwicklungen der 
Potentialtheorie und von Pockels über die Schwin- 
gungsvorgänge (die partielle Differentialgleichung 
Aut+k*u—0). Böchers Buch strebt mehr die 
mathematische Allgemeinheit an und ordnet die 
speziellen, nach Zylinder- und Kugelfunktionen 
fortschreitenden Reihen der Physik in die allge- 
meinen Reihen nach Laméschen Funktionen ein; 
zugleich zeigt es die allgemeine Kraft des Klein- 
schen Oszillationstheorems. Das Pockelsche Buch 
dagegen kniipft an Rayleighs Theorie des Schalles 
an und bildet eine vorzügliche Einführung in die 
speziellen Methoden der mathematischen Physik. 
Es liest sich, als ob Klein es selbst geschrieben 
hätte und führt dadurch dem Leser die Stärke 
von Kleins Persönlichkeit zu Gemüte: Der in 
seinem Temperament ganz anders geartete 
Pockels fügte sich, solange er mit Klein zusam- 
men arbeitete, der suggestiven Kraft seiner über- 
ragenden Persönlichkeit. 

Ein neues Band hat die Entwicklung der 
letzten Jahre zwischen Klein und der mathe- 


matischen Physik geschlungen, und auch dieses 
Band steht unter dem Zeichen des großen Namens 
Riemann. 


Schon einmal, bald nach der Begrün- 
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dung der speziellen Relativitiitstheorie, hatte 
Klein (in der Zeitschrift für Mathematik und 
Physik) zu dieser das Wort ergriffen, um die be- 
reits von Minkowski erkannten Zusammenhänge 
der. neuen physikalischen Weltanschauung mit der 
von Klein früher entwickelten Auffassung der 
niehteuklidischen Geometrie als einer „projek- 
tiven Maßbestimmung“ weiter zu verfolgen, Als 
aber in den letzten Jahren aus der speziellen die 
allgemeine Relativitätstheorie herauswuchs, da sah 
Klein in ihr die Erfüllung seines „Erlanger Pro- 
erammes“ im weitesten Sinne, die Verwertung 
seiner alten gruppentheoretischen Prinzipien, die 
er zunächst nur auf die Geometrie angewandt 
hatte, für die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit der 
Physik bei Zugrundelegung der allgemeinen 
Gruppe der Punkttransformationen. Die Mab- 
bestimmung, die dieser Gruppe adäquat ist, wird 
nieht mehr die projektive, sondern die allgemeine 
tiemannsche der vierdimensionalen Mannigfaltig- 
keit von beliebiger Krümmung. Der Standpunkt, 
zu dem Einstein sich durch den Zwang der phy- 
sikalischen Postulate unter unsäglichen Mühen 
heraufgearbeitet hatte, war schließlich derselbe, 
den die jungen Mathematiker Klein und Lie auf 
ihrem geometrischen Spezialgebiet bereits in den 
siebziger Jahren eingenommen und von dem aus 
sie eine mühelose Umschau auf die geometrischen 
Aufgaben gehalten hatten. 

Wie souverän aber Riemann selbst über di 
letzten Prinzipien der Naturerkenntnis nachge- 
dacht hat, das erkennen wir mit Staunen, wenn 
wir die Schlußworte seines Habilitationsvortrages 
„Über die Hypotliesen, welche der Geometrie zu- 
srunde liegen“, lesen, wenn wir sie heutzutage 
lesen, nachdem uns die physikalische Entwicklung 
die Augen für diese prophetischen Andeutungen 
geöffnet hat. Riemann fragt hier nach dem im 
neren Grunde der Maßverhältnisse des Raumes 
und sagt, daß „bei einer diskreten Mannigfaltig- 
keit das Prinzip der Maßverhältnisse schon in 
dem Begriffe dieser Mannigfaltigkeit enthalten ist, 
bei einer stetigen aber anderswoher hinzukommen 
muß“. „Es muß also entweder das dem Raum 
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Man- 
nigfaltigkeit bilden (Quantentheorie?), oder der 
Grund der Maßverhältnisse muß außerhalb, in 
darauf wirkenden, bindenden Kräften (Einsteins 
Gravitationstheorie!) gefunden werden.“ 

Klein hat diese Dinge in einer Folge von Vor- 
lesungen dargestellt, die er während des Krieges 
vor einem ausgewählten Jlörerkreise gehalten hat. 
Die erste Vorlesung behandelt die algebraische 
Invariantentheorie, die zweite die Invarianten- 
theorie der Lorentzgruppe, die dritte die- 
jenige der allgemeinen Relativitätstheorie; diese 
drei Vorlesungen liegen in sorgfältiger , Aus 
arbeitung vor, neben inhaltreichen Noten in den 
„Göttinger Nachrichten“, in denen Klein seine 
Auffassung der allgemeinen Relativitätstheorie 
skizziert und zum Teil gegen diejenige von Hil- 
bert abgegrenzt hat. Fine vierte Vorlesung soll, 








D: 














PR 
ten 
tte 
nd 
be- 
ge 


lie 

















Heft 17. | 
5, & 1919 
wenn ich recht berichtet bin, die Invarianten- 
theorie der Berührungstransformationen und ihre 
Bedeutung für die allgemeine Mechanik bringen. 
Auch diese Vorlesungen haben den. Reiz seiner 
Vorlesungen aus jüngeren Jahren: Sein wunder- 
barer Überblick über die Zusammenhänge der 
mathematischen und physikalischen Begriffs- 
bildung führt uns mühelos zu den letzten Errun- 
venschaften der Einsteinschen Gedankenwelt und 
zeigt sie uns als Krönung einer lange vorbereite- 
ten mathematischen Entwicklung. Es wird all 
Verehrer des großen Mannes mit Freude und Be- 
friedigung erfüllen, daß derselbe Geist, der mit 
zwanzig Jahren das Gebiet der Mathematik in 
ıllen seinen Verzweigungen meisterte, der von 
hier aus auf der Höhe seines Lebens nach den 
Nachbargebieten der Physik, der Technik und des 
Unterrichts die Brücken schlug und der vor 
wenigen Jahren unter der Last des von ihm Ge- 
schaffenen und Geplanten zusammenzubrechen 
drohte, als Siebzigjähriger die Kraft wieder- 
zefunden hat, um das größte wissenschaftliche 
Problem der letzten Jahre mit der Klarheit seines 
Denkens zu durchdringen und an die Probleme 
seiner Jugendjahre anzuschließen. 


Felix Klein und die Reform des 
mathematischen Unterrichts. 
Von Prof. Dr. H, E. Timerding, Braunschweig. 


Was Felix Klein für das Unterrichtswesen 
zeleistet hat, wissen am besten die zu beurteilen, 
die das Glück hatten, an seiner Arbeit teilzu- 
nehmen; es dringt aber auch immer mehr zum 
Verständnis aller der Kreise, die am mathema- 
tischen und naturwissenschaft!ichen Unterricht 
irgendwie beteiligt sind. Die Widerstände und 
Anfeindungen, die er in reichem :Maße erfuhr, 
sowie er von der luftigen Warte der rein wissen- 
schaftlichen Forschung in die Arena der Schul- 
kämpfe hinunterstieg, sind mehr und mehr einer 
gerechten Würdigung der. Ideen und: Absichten, 
lie ihn bei seiner Wirksamkeit für die Reform 
des mathematischen Unterrichts leiteten, ge- 
wichen. Langsam beginnen die Früchte zu reifen, 
die der. von ihm gestreuten Saat entsprossen sind. 
Was erst den meisten neu und befremdlich war, 
wird nach und nach Gemeingut und erscheint als 
etwas Natürliches und fast Selbstverständliches. 
Allgemach dünkt es unbegreiflich, wie die Ge- 
lanken, für die er sich mit der ganzen Kraft 
seiner machtvo!len Persönlichkeit eingesetzt hat, 
als störender Eingriff in eine festgewurzelte Über- 
lieferung aufgefaßt und so hartnäckig mißver- 
standen werden konnten. 

Das Wirken Felix Kleins wird allezeit ein 
Markstein in der Entwicklung des mathematischen 
Unterrichts bleiben. Gewiß ist. dies und jenes, 
was er mit Einsetzung seiner glänzenden Redner- 
und Darstellungsgabe vertreten und mit der ihm 
eigenön, ruhigen und "besonnenen, ‚dürch keinen 
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Widerspruch zu verwirrenden Sicherheit ver- 
teidigt hat, schon vorher von anderen ebenso oder 
ähnlich - geäußert worden. Aber es allgemein 
durchzusetzen hatte doch niemand vermocht, und 
in der wagemutigen Tatkraft, in dem unermüd- 
lichen Ausharren, in der scharfblickenden Er- 
fassung und zielsicheren Verwertung der zur Mit- 
arbeit geeigneten Persönlichkeiten, in der, vor 
keiner langweiligen und ermüdenden Kleinarbeit 
zuriickschreckenden Sorgfalt und Genauigkeit, 
darin liegt vielleicht die größte Leistung Kleins 
bei seinem Wirken für den mathematischen Unter- 
richt in allen seinen verschiedenen Formen. 

Es ist aber klar, daß, wer eine solche Begabung 
für praktische Aufgaben besitzt, sie aus einer 
seelischen Notwendigkeit heraus früher oder 
später betätigen muß. Darum war es keine Ab- 
irrung von der rein wissenschaftlichen Laufbahn, 
wenn Klein sich, als die Stunde gekommen war, 
dem Unterrichtswesen zuwandte. Innere Ent- 
wicklung und äußere Umstände haben sich dabei 
in so merkwiirdiger Weise die Hand gereicht, daB 
dieser Ubergang mit geradezu elementarer Selbst- 
verständlichkeit erfolgte. 

Ein so zum Lehren berufener Mann wie Klein 
mußte von Anfang an ein tiefes Interesse für 
Unterrichtsfragen zeigen. Nur hielt sich dieses 
Interesse bei Klein zunächst durchaus im Rah- 
men seines eigenen Lehramtes. Er hat eine Wirk- 
samkeit als Hochschullehrer entfaltet, wie kaum 
ein Mathematiker vor und nach ihm. Sehon in 
dieser Lehrtätigkeit ist auch eine gute Menge 
von organisatorischer Arbeit inbegriffen. Aber 
die in ihm schlummernde Neigung zu weit aus- 
blickender organisatorischer Wirksamkeit er- 
wachte doch erst recht, als er in seinen Vor- 
lesungen, in denen er nach und nach das ganze 
ungeheure Gebiet der wissenschaftlichen Mathe- 
matik zu umspannen trachtete, zu Anfang der 
neunziger Jahre des vorigen Jahrhunderts zur 
Mechanik zuriickkehrte, der er schon zu Beginn 


seiner wissenschaftlichen Laufbahn, angeregt 
durch seinen Lehrer Plücker, sich zugewendet 
hatte. 

Dabei kehrten seine Gedanken naturgemäß 


in eine Bahn zurück, die ihm, dem Sohne des 
rheinischen Industriegebiets, von Haus aus nahe- 
lag, und aus der ihn nur die glänzenden Erfo!ge 


seiner ersten geometrischen Arbeiten gerissen 
hatten. Dies war die Verbindung von Mathema- 


tik, Physik und Technik, insbesondere die Ver-. 
folgung der Mathematik nach der Seite ihrer. An- 
wendungen hin. Er selbst hatte für sich eine 
Zeitlang eine Vereinigung des mathematischen 
Studiums mit der technischen und naturwissen- 
schaftlichen Betätigung erträumt, und wenn diese 
Vereinigung sich auch als unerreichbar erwies, so 
blieb ihm doch das lebhafte Interesse für die 
Anwendungsgebiete der Mathematik. Dieses In- 
teresse rang sich nun in -Géttingen zur klaren 
Erfassung eines bestimmten Zieles empor: „die 


besonderen Finsiehten. und Kenntnisse, die: er 
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vermöge seiner mathematischen Tätigkeit im 
Laufe der Jahre gewonnen hatte, zur Herstellung 
einer engeren Verbindung zwischen Mathematik, 
Physik und Technik in Geltung zu bringen“. So 
entstand der Plan zur Schaffung eines physika- 
lisch-technischen Institutes an der Universität 
Göttingen, mit der weitergehenden Absicht, auf 
diese Weise „an den deutschen Universitäten eine 
allgemeine Bewegung im Sinne einer Annäherung 
an die Technik auszulösen“. 

Wenn Kleins Absichten, soweit sie die Uni- 
versität Göttingen betrafen, im vollsten Maße ge- 
lungen und dort eine Reihe mustergültiger, reich 
ausgestatteter und vortrefflich geleiteter Institute 
entstanden sind, das allgemeinere Ziel ist nicht 
erreicht. Die Technik liegt heute den Universi- 
täten so fern wie vor 25 Jahren. Der Grund 
hierfür ist einerseits darin zu suchen, daß dem 
rein wissenschaftlichen Streben der Universitäten 
der Geist der Technik nicht gemäß ist, daß sie 
wohl den Weg von der Wirklichkeit zur ‘Theorie 
finden, aber, ausgenommen in der medizinischen 
Fakultät (deren Analogie mit dem Ausbildungs- 
eane und der Auffassungsweise, die an den Tech- 
nischen Hochschulen herrscht, Klein mit Recht 
hervorhebt), nicht rückwärts den Weg von der 
Theorie zur Wirklichkeit. Andererseits fordert 
aber eine Anknüpfung an die Technik auch kost- 
spielige äußere Einrichtungen, für welche nur 
in Göttingen die Mittel flüssig gemacht werden 
konnten. 

Daß dies gelang, ist wesentlich der unermüd- 
lichen Werbearbeit Kleins und der klugen Politik 
zu danken, die er verfolgte. Er verstand es, die 
Unterstützung technisch und wissenschaftlich in- 
teressierter, kapitalkräftiger Persönlichkeiten zu 
gewinnen, auf Grund deren dann auch der Staat 
seine Beihilfe nicht versagte, zumal Klein in Alt- 
hoff einen mächtigen und verständnisvollen För- 
derer seiner Pläne fand. 

Nachdem so schon 1897 mit einer ersten von 
drei Stiftern erhaltenen Anzahlung einige Ma- 
schinen angeschafft und zu ihrer Verwertung im 
Lehrbetrieb ein außerordentlicher Professor mit 
den nötigen Hilfskräften angestellt worden war, 
wurde am 28. Februar 1898 die „Göttinger Ver- 
einigung zur Förderung der angewandten Physik“ 
gegriindet, die durch hohe Jahresbeiträge ihrer 
Mitglieder und weitere sehr reichliche private 
Zuwendungen mit den staatlichen Zuschüssen 
zusammen die Mittel für die nach und nach ent- 
standenen Institute an der Universität Göttin- 
gen aufgebracht hat. Später wurde der Bezeich- 
nung dieser Vereinigung auch noch die .,ange- 
wandte Mathematik“ hinzugefügt. Klein hatte 
erkannt und auch anderen begreiflich zu machen 
verstanden, daß die geplanten Neuerungen auch 
eine Erweiterung des mathematischen Studiums 
in sich schließen müßten. Zunächst wurde dabei 


an die darstellende Geometrie gedacht, für die 
Klein immer Interesse gehabt, und die er schon 
nach seiner Berufung an die Erlanger Universität 
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wissenschaften 
als einer der ersten vor „reinen Mathematikern“ 
gelesen hatte. Daran sch!oß sich dann die Geo- 
däsie und aus einer durch Lezis veranlaßten 
Parallelgründung heraus die Versicherungsmathe- 
matik an. 

Der angewandten Mathematik wurde nun als 
Lehrgegenstand der Universitäten ein fester 
Boden verliehen dadurch, daß 1898 die neue preu- 
Bische Prüfungsordnung für das Lehramt an 
höheren Schulen herauskam, in der die ange- 
wandte Mathematik als besonderes, allerdings nur 
in Verbindung mit der reinen Mathematik wähl- 
bares Lehrfach erschien. Dadurch erhielten nicht 
bloß die Göttinger Einrichtungen einen äußeren 
Zweck, dem sie dienen konnten, auch für die 
übrigen Universitäten ergab sich die Notwendig- 
keit, durch besondere Lehraufträge und Lehr- 
mittel für die Vorbereitung der Mathematikstu- 
dierenden auf das neue Prüfungsfach zu sorgen. 

Wenn aus der Neuerung, die vor nunmehr 
20 Jahren mit so frohen Erwartungen begrüßt 
werden konnte, noch nicht der Segen geflossen 
ist, den Klein selbst davon erhofft hatte, so liegt 
das wohl an folgendem: Die angewandte Mathe- 
matik ist wohl ein besonderes Prüfungsfach ge- 
worden, aber sie ist nicht auch ein besonderes 
Lehrfach an den höheren Schulen. Was die Aus- 
bildung in der angewandten Mathematik bezweckt, 
so wie wir sie heute fassen, als die Unterweisung 
in den Teilen der Mathematik, die auf deren An- 
wendung in der Wirklichkeit hinzielen, also 
namentlich die Schulung im Messen, Rechnen und 
Zeichnen, das bedeutet eine Ausbildung, die jeder 
empfangen haben sollte, der mit dem rechten Er- 
folge den mathematischen Unterricht an einer 
höheren Schule erteilen will, es müßte also über- 
haupt einen integrierenden Bestandteil des ma- 
thematischen Studiums bilden. Ehe das nicht er- 
reicht ist, sind die Ansprüche, die von seiten der 
Schule gestellt werden müssen, nicht erfüllt. Da- 
gegen ist für die Schule nicht unbedingt nötig 
die weitergehende Ausbildung in einem besonde- 
ren Spezialfache, sei es in Versicherungsmathe- 
matik, Astronomie oder Geodäsie, in der meist 
auf „technische Mechanik“ zusammengezogenen 
Maschinentechnik oder in der Elektrotechnik. Es 
ist klar, daß diese weitergehende Ausbildung ent- 
weder an der Oberfläche bleibt oder aber mehr 
anderen, außerhalb des Lehramts stehenden Be- 
rufstatigkeiten zu dienen geeignet ist, als Ver- 
sicherungsmathematiker, als Astronom, Geodät 
oder a!s technischer Physiker, und danach 
aufgefaßt und ausgestaltet zu werden verdient, 
wie das chemische Spezialstudium auf der Uni- 
versität längst der späteren Verwendung als 
technischer Chemiker nutzbar gemacht ist*). 

1) Hierbei soll nicht unerwähnt bleiben, daß bei 
besonderen Fachschulen die genannten Wissenszweige, 
und zwar immer je einer von ihnen, für die Lehrtätig- 
keit große Bedeutung gewinnen, so die Geodäsie bei den 
Landwirtschaftsschulen, die Versicherungsmathematik 


und was mit ihr zusammenhängt bei den Handels 
schulen, die angewandte Mechanik und Physik bei den 
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Felix Klein und die Förderung der 
„angewandten Wissenschaften“. 


} Prof. Dr. L. Prandtl, Göttingen. 

1) N a. versitätswissenschaf 

] Fühl ig mit dem wer itigen I en { 
ana Pt] ‚llstär £ erloren h 














Wissensc] he it 
\ S ıeten wie n I 1d1L¢ B 
hun L ich wer | rl müßten, war eine de 
ende Ideen Kleins vom Beginn iner akade- 
ischen Tätigkeit ant). Nach außen itt « 
Idee, die in iner Hand auf mathematischen 
Gebiete beı 'rüh mancherlei wertvolle Frücht« 
} t ı seiner späteren Schaffens 
er od Stat "ke r vor, is er sich ents h! ss 
fiir die physikalische Wissenschaf 
i i] l inzwische nachtvoll sich « 
vickelnden 7 ey ler in Gang zu bring: 
ee wod I ch eits ¢ ww: 
te ‘ 1 hgerung hat 1 schon se! 
el in Richtung ha wirklie] 
en, i chy h kl ! che 
Ben Widerstände nach außen und nach 
lein seinerzeit überwinden mußte, um seinen mit 
o viel Zihigkeit Klugheit verfocht 
3 bungen freie Bahn erkämpfen. Vo 
Plänen Kleins zur Verwirklichung di 
Id dil S ] x ok t hn li -h j 
= f ] li ’ 
N é 1 ce] u ] ist ll 
ti RER 
N Kleins eigener Äußerung war ihm 
las Vat rhaus und durch vielerlei 
\n neen in ler betriebsamen Vaterstadt 
Diisseldor n lebhaftes Empfinden fiir tech 
] he Din re | itex ben wor le h, so d iB er sie 
mit dem Gedanken getragen h 
Technik zu studieren. Später hat wäh 1 
Lehr gkeit le München Techı 
| HH hul Umgane mit den Lehre 
1 echnischen Wissenschaften, besonders mit 
(’. Linde, sehr anregend auf ihn gewirkt Den 


widenden Anstoß dazu, selbst in die FEnt- 
Dinge einzugreifen, gab jedoch 

(1893) eine amerikanische Stu- 
Klein 1 Weltaus- 


l gelegentlich der 
‘hs . . 4 
stellung zu Chicago im Auftrag des preuBischen 


wicklung dieser 
erst viel spater 


lienreise, die 


die in der Zeitschr. f. math.-naturw 
XXVI (1895) abgedruckte Leipziger 
1880. (Lit.-Verz. D Nr. 111.) 


1) Vgl. z. B. 
Unterricht Bd. 
Antrittsrede von 


























308 Prandtl: Felix Klein und die Förderung der „angewandten Wissenschaften Die Natur- 
> > 

wissenschaften 

Kultusministeriums unternahm und auf der er ders den Lehramtskandidaten der Mathematik 

iuch das amerikanische Hochschulwesen st ıdierte. und Physik, Gelegenhe it zur Einführung in tech- 

Die reich ausgestatteten Lehrmittel mancher der nische Fächer geboten würde. Die Fortbildung 

besuchten Anstalten, besonders aber das „phy ler Ingenieure sollte dagegen Aufzabe der Tec} 
sikalische Experiment an der lebendigen Ma- nischen Hochschulen sein. 

x} ] 
e* hatt hm starken Eindruck hinter Aber auch diese verringerten Pläne fandı 
ssen, daneben auch das drüben ausgeprägte ch sehr erhebliche Gegnerschaft, wie aus di 


System der Selbsthilfe. der es mörlich zeweseı Diskussion zu einem Kleinschen Vortra«« 
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\ ‚ Manne ler Praxis, die über die nötigen Hannoverschen Bezirksverein des Vereiı 





veriüg ‚ für die Förderung wissenschaft scher Ingenieure sehr lebendie zutage trit 
Dinge zu interessieren. r sämtliche Redner gegen die Kleinschen Al 
Un a ihm sehnlich herbeigewiinscht en sprachen‘). Aber auch an der Universiti 
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ul ler Technik zw schaffen, vertrat er nun, ler Kreis der Kollegen den Kleinschen Absichten | 











| nach seiner Rückkehr, in Berichten aı ıicht hold. Man befürchtete von m Eindringe 
s Ministerium und in einer Denkse die hnischer Ideen und technischer Arbeitsweis« 
] führenden Industriellen übersandt eine Minderung des hohen, auf die reine Wiss 
P Gottinge dem mathematise] : ft gerichteten Geistes ler Universitit ) 
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g fii „technische Physik“ anz Naturgesetz ch die Trompet jing 
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werden ir Weiterbildung von Ingeni Unterstützung 
euren zu wissenschaftlichen Führern der Ti Ein anderer hätte si von seinen Plänen 
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Die oben erwähnten Mängel waren aucl \ em. Verein (Lit.-Verz. D Nr. 119) sei hier besonds 
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schon empfunden worden; man war m iesen. Beide Vorträge sind in der Schrift „1 
wandte Mathematik und Physik in ihrer Bed ' 








Reformpliine besonders bezüglich d« : gay Fe ae 
; 2 4 “pie r fiir den Unterricht an den höheren Schulen | 
Schaffung von Ingenieurlaboratorien, beschiftig Vorträge, vesammelt von F. Klein und E. Riecke. Le 
1 nptar dah lie Kleinschen Pläne als eine 1900 vieder abgedruckt Siehe dort auch « 
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verbunden 


landwirtschaftiiches Maschinenwesen 


wur le. 
So war ein Anfang gemacht! Anfang 1898 
eelang es, einen kleinen Kreis von namhaften 


Industriellen in Göttingen zu versammeln, die 


sich für Kleins Pläne interessierten und die be- 


fördern beschlossen. 


gonnene Sache weiter zu 

Die so gegriindete „Göttinger Vereinigung zur 

Förderung der angewandten Physik und Mathe- 
k“ erstarkte unter der Leitung ihrer beiden 

Vorsitzenden Böllinger und Klein in erfreulicher 

Weise und fand, was für ihr Gedeihen von größ 
Wichtigkeit war, in dem Leiter des preußi 


Minist 
hoff, einen tatkräftigen Förderer. So entstand 
bald U i 


ungen auf dem 


Llochschulwesens rialdirektor Al! 


nterrichts ind Forschungseinrich 
Gebiete de Elektrotechnik und 


Mat) natik einschließlich V 
Nautik, die Anlagen für tech 


angewandten 


sungswesen und 
sche Physik konnten s hr vest itlich ausgeba 
len!). Leider verbietet der Raum, auf all 
rentwicklune hier näheı 


heiten der Weit 


zugehe Wie 1906 bereits eı 


lm Jahre 


ht war, ist aus der Festschrift zur Ein- 
veihun er physikalische Institute, der ein 
Bese] une der von der Göttinger Vereinigung 


schaffenen Einrichtungen eingefügt 


hmen?). Von der 


isl, zu ent- 
j die 


zwanzigjäh- 


Entwicklung bis in 


} 
aes 


N 
J2 


anläßlich 
(1918) herausgegebene 


Denksehrift®) ein hi st beachtenswertes 


Die lätiekeit 0 Klein beschränkt sich im 
ae durehaus nicht auf die Schaffung der 
Instit vielmehr erfüllte er sie durch sein« 








indige Fi immer von neuem mit seinem 

(Geiste und für gegcenseitigen Kontakt und 

) ıanderarbeiten. Die Sofaeck« 

S w) li i nmer 1 di r ovale Tisch mi 

ft imten Decke i rezählte Besprech 

het denen er uns Mitarbeitern die 

Id« lie ihn erfüllten, auseinandersetzte 

s m Durehfiihrung betraute Gar 

Besuch in den neuen Instituten den 

eils neu eeschaffenen Einrichtungen, denen er 

e väte he Sorge widmete. An dem Unter- 

tsbetrieb der neuen Lehrgebiete nahm er zu 

itigen Anteil durch Veranstaltung von 

N 1, die er in Gemeinschaft mit den Ver- 

\ den Kleinschen Aufsatz in der Physikal 

t, I. Jahre. (Dez. 1899), der in der oben 

ihnten Vortragssammlung ebenfalls abgedruckt ist. 
t..Verz. D Nr. 129. 

Die physikalischen Institute der Universität 

öttineen“, Festschrift 1906, herausgegeb. von der Git 


neer 
Der vorerwähnte 

„Zum zwanzigejährigen Bestehen 
ereinigung für angewandte Physik und 
Festbericht 1918.“ 
leubner, Leipzig 1918. 
lahresb. d. Deutsch. 
Lit.-Verz. D Nr. 165.) 


Vereinigung, Leipzig 1906 bei B. G. 
Aufsatz ist hier nochmals abgedruckt. 
der Göttinger 
Mathematik 
Festrede ist im 


Die Kleinsche 


Teubner. 


Als Manuskript gedruckt bei B. G. 


Math.-Ver. 1919 wieder abgedruckt. 
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Fächer ab- 

Lehr- 
führte. 
hervor- 


kommenden 
bewährten 


Betracht 
hielt, denen er 
methoden Mitarbeitern 
„Kleinschen Seminare“, 
stechende Besond: rheit seines 
behandelten die verschiedensten 


Mechanik, 


tretern der in 


und in seine 
vor Augen 
die 
Lehrbetriebes dar- 
Gebiete 
graphische Statik, 
IIydraulik, Elastizititstheorie, Kreiseltheorie, 
rheorie Schiffs, weiter auch Elektrotechnik 

a. m. und bestanden aus Vorträgen der Studen 
Absehnitte dieser Gebiete, die 
n ausführlichen gemeinsamen Vorbesprechungeı 


seinen 
Diese eine 
stellen, 
der technischen 


des 
n über einzelne 
ıd in eingehender persönlicher Bezugnahme mi 


Fast 


gelmäßig waren sie der Ausgangspunkt von eini 


len Vortragenden vorbereitet wurden. 


ren Dissertationen. Für uns Lehrende waren sie 
ine Quelle Anregung und Belehrung. 

Wie 
Optimismus mi 
‚achte, selbst gar 
ichtigen hatten, 

n Beispiel, das mich selbst betrifft, die näheren 
Luftschiffahrt 


von 
seinen prachtvol { 


oft zu 


durch 
t fortriß und 


Klein uns 


Leistungen 
einmal den 


an die wir nicht 


Glauben dafür möchte ich als 


ich 
Vermittlung von All- 


anführen, wie 


Durch die 


Umstände zur 


vekommen bin. 


1 
hoff waren drei Göttinger, Klein, Wiechert und 
ich, in den technischen Ausschuß der 1906 x 


„Motorluftschiff - Studiengesellschaft“ 
Von Klein Auf 


etwas zu ersinnen, was als Arbei 


eründeten 


berufen worden. vor die 


vabe gestellt, 


iir diesen Ausschuß in Gottingen gemacht wer 


len könnte, schlug ich eine Modell-Versuchs- 
nstalt fiir die Messung der Widerstiinde de1 


Luftschiffe entsprechend den Schleppversuchs- 
ınstalten des Schiffbaues — vor und entwarf 
| Plan für eine solehe Anstalt. Dieser fan: 
ch einigem Hin und Her wirklich die Geneh- 
der Gesellschaft die kleine Anstalt 
Götti Kurz darauf wurde 
ı auch kommandiert, Vorlesungen 
Luftschiffahrt zu halten und erhielt hierzu einen 
ffiziellen Lehrauftrag’), den ersten dieser Art 
in Deutschland. Göttingen sollte, nach Kleins 
Plan, ein wissenschaftlicher Mittelpunkt für di 
Luftfahrt werden. Wie weit das in der Tat ge- 
lückt ist, zeig lebhafte Beteiligung, die 
eine auf Kleins Anregung hin im Herbst 1911 
veranstaltete „Versammlung Vertretern deı 
Fluzwi fand, zu der aus 
vanz Deutschland die beteiligten Kreise sich zu- 
Diese Versammlung hat, wi 
erwähnt werden möge, die Gründung der ,,Wissen- 
haftlichen Gesellschaft Luftfahrt“ 
1912 im Gefolge 
ging aber noch weiter. Die inzwischen 
„Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft 


einen 


und 


igung 


rde in ngen gebaut. 
| dazu über 


te aie 


yon 


“ 


ssenschaft“ in Göttingen 
sammenfanden?). 
im 


für 





Frinjahr 
Klein 


14 eründet > 


eehabt. 


zur 


1) Dies auf spezielle Anregung von Herrn v. Böt 


finger, der diese Pläne sehr gefördert hat. 

2) ..Verhandlungen der Versammlung von Vertre 
tern der Flugwissenschaft am 3. bis 5. Nov. 1911 z 
Göttineen.“ Oldenbourg, München 1912. Die Fac! 


vorträge sind auch im Jahrgang 1912 der Zeitschr. f. 


Fluetechnik und Motorluftschiffahrt abgedruckt. 
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il 


„angewandten Wissenschaften 


aften in vorderster Reihe. 


[ Die Natur- 


wissenschafte, 


Die 


vor 


ler Göttinger Vereinigung gegründeten Institut 
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